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Vorwort. 
Mydelg &yswuérontos iro! 


In der vorliegenden Abhandlung, die einen Beitrag zur praktiſchen 
Durchführung der Kleinſchen Reformvorſchläge liefern ſoll, habe ich die 
Grundlagen der Differential- und Integralrechnung für den Unterricht 
in der Gymnaſialprima nach folgenden neuen Geſichtspunkten bearbeitet: 

1. Zum Begriff des Differentialquotienten gelangt man im Unter⸗ 
richt auf zwei ganz verſchiedenen, ſcheinbar weit voneinander abliegenden 
Wegen: In der Mechanik bei der Definition der Begriffe „Geſchwindig⸗ 
keit“ und „Beſchleunigung“, in der Koordinatengeometrie bei der Behand: 
lung des „Tangentenproblems“. Beide Wege führen zu demſelben Ziel, 
daher find die Abſchnitte I und II nicht nacheinander, ſondern neben- 
einander durchzunehmen. 

2. In der Differentialrechnung kommt, entſprechend der berechtigten 
Forderung von Höfler in ſeiner „Didaktik des mathematiſchen Unter⸗ 
richts“, nur der Begriff des Differentialquotienten zur Anwendung; 
von dem kaum definierbaren Begriff des Differentials habe ich keinen 
Gebrauch gemacht, und das Symbol d und dy hat nirgends eine ſelbſt⸗ 
ſtändige Bedeutung. 

3. Auch in der Integralrechnung habe ich dieſe Forderung ſtreng 
durchgeführt; dadurch glaube ich die noch vielfach vorhandene Anſicht, 
daß „die Schwierigkeiten einer ſchulgemäßen Darſtellung der Grundzüge 
der Integralrechnung noch nicht genügend gehoben werden können“, wider⸗ 
legt zu haben. 


Lauenburg i. P. den 11. Auguſt 1910. 


C. Frenzel. 
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I. Der Differentialguvtient in der Mechanik. 


§ 1. Die gleichförmige Bewegung. 

Die Bewegung eines Körpers heißt gleichförmig, wenn der 
Körper in gleichen Zeiten gleiche Wegſtrecken zurücklegt. Bezeichnet 
man die Geſchwindigkeit eines fid gleichförmig bewegenden Körpers mit e 
(entſprechend den Wörtern celeritas und constans), fo iſt der im Ver⸗ 
laufe von ¢ Sekunden zurückgelegte Weg 


(1) s=c-t, 
wo s und c die Benennung „Meter“ beſitzen. Hieraus ergibt fiğ: 
(2) C= 5 m/sec (d. h. Meter pro Sekunde). 


Wir wollen dieſer Gleichung noch eine andere Form geben. Wir 
nehmen an, ein Körper bewege ſich gleichförmig auf einer gradlinigen 
oder krummlinigen Bahn, und rechnen die Zeit von 
irgendwelchem Augenblicke an, in dem ſich der Körper 
etwa in 4 befinden möge (Fig. 1). Wir drücken dies 
kurz aus, indem wir jagen: Zur Zeit = O befinde A 
ſich der Körper am Orte 4. Nehmen wir ferner an, 
der Körper befinde ſich uach Verlauf von ¢ Sekunden, 
oder kürzer zur Zeit ¢ am Orte B und zur Zeit t 
(wo “t fei) am Orte C, und bezeichnen wir den 
von dem Körper in ! Sekunden zurückgelegten Weg 
mit s, den in ? Sekunden zurückgelegten Weg mit 
&,, jo ift 


s=c-tunds’=c-t, 
alſo 
8 — 8e. (6 , 
woraus ſich ergibt: 
(3) ¢ = ——~ mfec, 


Ls 
d. h. in Worten: 

Die Maßzahl der Geſchwindigkeit einer gleichförmigen 
Bewegung iſt gleich dem Quotienten aus den Maßzahlen 
irgendeiner von dem ſich bewegenden Körper zurückgelegten 
Wegſtrecke und der Zeit, in der dieſe zurückgelegt wird. 
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§ 2. Die Geſchwindigkeit bei einer ungleichkörmigen 
Bewegung. 

Eine ungleichförmige Bewegung findet ſtatt, wenn ein Körper 
in gleichen Zeiten ungleiche Wegſtrecken zurücklegt. Bei einer ſolchen Be⸗ 
wegung ändert ſich die Geſchwindigkeit des Körpers von Augenblick zu 
Augenblick; es kann daher nur von der Geſchwindigkeit in einem be⸗ 
ſtimmten Augenblick die Rede fein, und die Gleichung (2) ift zur Defi- 
nition dieſer augenblicklichen Geſchwindigkeit nicht mehr brauchbar. Doch 
kann man der Definitionsgleichung (3) eine ſolche Form geben, daß fie 
auch für die Geſchwindigkeit bei einer ungleichförmigen Bewegung gültig 
bleibt. 

Wir nehmen wieder an, ein ſich ungleichförmig bewegender Körper 
befinde fih, wie in Fig. 1 zur Zeit t= 0 in A, zur Zeit t in B und 
zur Zeit “ (wo t > t) in C; ferner fei der Weg von A bis B gleich s, 
der von A bis C gleich s. Dann braucht der Körper zum Zurücklegen 
des Weges BC = —s die Zeit von (“ — t) Sekunden, und die 
Geſchwindigkeit des Körpers wäre bei einer gleichförmigen Bewegung 
innerhalb dieſer (“ — t) Sekunden ſtets gleich rs m/sec. Bei einer un⸗ 
gleichförmigen Bewegung ändert fih aber die Geſchwindigkeit des Körpers 
auf dem Wege von B bis C von Augenblick zu Augenblick, es kann daz 
her auch nur von der augenblicklichen Geſchwindigkeit des Körpers 
in irgendeinem zwiſchen B und C gelegenen Punkte die Rede fein. Je 
kürzer jedoch das Zeitintervall “ — t ift, um fo kürzer ift auch der Weg 
8“ — s, und um jo mehr können wir annehmen, daß die Geſchwindigkeit 
innerhalb dieſes ſehr kurzen Zeitintervalls und auf dieſem ſehr kurzen 
Wege dieſelbe bleibt. Wenn daher der Punkt C immer näher an 
den Punkt B heranrückt, jo nähert ſich der Quotient 7 4 immer mehr 


einem beſtimmten Grenzwerte, der die Geſchwindigkeit des Körpers im 
Punkte B oder zur Zeit + angibt, Für den Grenzwert eines ſolchen 
Quotienten hat man die Bezeichnung 


lim (limes) 


eingeführt. Somit läßt fich, wenn man ferner die veränderliche Geſchwin⸗ 
digkeit eines Körpers bei ungleichmäßiger Bewegung mit v (entjprechend 
den Wörtern velocitas und variabilis) bezeichnet, für die Gejchwindig- 
keit eines Körpers bei ungleichförmiger Bewegung die Definition auf- 
ſtellen: 

Unter der Geſchwindigkeit eines Körpers bei ungleich— 
förmiger Bewegung zur Zeit t verfteht man den Grenzwert 


(4) v= lim — für “ = t. 


Man gibt dieſer Definition oft noch eine andere Form, indem man 
eine verſchwindend kleine Größe, d. h. eine Größe, die ſich immer mehr 
der Grenze 0 nähert, ohne ſie bereits erreicht zu haben, mit dem Funk⸗ 
tionszeichen A verſieht. Für die verſchwindend klein anzunehmende 
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Wegſtrecke s — s wählt man daher die Bezeichnung As und für den 
verſchwindend kurzen Zeitraum “ — t, den der Körper zum Durchlaufen 
dieſer Wegſtrecke braucht, die Bezeichnung A t; dann ift 
[e 158117 As ij — ki rꝛer ; Fu As = 
(5) v=lim xa für At =O oder kürzer: v - im 77 

Auf den erſten Blick hat es den Anſchein, als ob fih nach dieſer 
Definition für die Geſchwindigkeit eines Körpers zur Zeit # bei einer 


ungleichförmigen Bewegung ein Ausdruck von der Form ergeben 


0 
0 
würde, ein Ausdruck, der bekanntlich einen ganz unbeſtimmten Wert 
beſizt oder der jeden beliebigen Wert annehmen kann. Dies iſt jedoch 
durchaus nicht der Fall. Zwar würde das Verhältnis des Grenzwertes 
von As zu dem von Ad, die beide gleich O find, einen ſolchen ganz unz 
beſtimmten Wert beſitzen; doch ift v nicht als das Verhältnis der 
beiden Grenzwerte von As und At, ſondern als der Grenzwert 
des Verhältniſſes As: At definiert, und dieſer Grenzwert läßt ſich, 
wie wir ſogleich an zwei Beiſpielen zeigen wollen, bei jedem einzelnen 
Bewegungsvorgange genau beſtimmen. 


$ 3. Beispiele für eine ungleichkörmige Bewegung. 

1. Beiſpiel: Das einfachſte Beiſpiel einer ungleichförmigen Be- 
wegung ijt der freie Fall, bei dem zwiſchen s und z jtet3 die Beziehung 
beſteht: 

(6) 0, 


wo g eine unbenannte Zahl bezeichnet, die nahezu den Wert 9,8 beſitzt. 
Während nach Gleichung (1) bei einer gleichförmigen Bewegung s eine 
lineare Funktion von t ift, ift für die Bewegung beim freien Fall s 
eine quadratiſche Funktion von ¢*). Wir wollen die Gleichung (1) 
die Zeitweggleichung für die gleichförmige Bewegung und die Glei— 
chung (6) die Zeitweggleichung für den freien Fall nennen. 

Mit t wird eine beliebige ganze oder gebrochene Anzahl von Se: 
kunden bezeichnet. Zur Zeit “, wobei “ > t angenommen werden 
möge, iſt 


alſo 
8 —8 g t?—#? 


eet ESE 
Würde man, um zu dem Grenzwerte lim va für "= t zu ge 
langen, auf der rechten Seite dieſer Gleichung “ = t ſetzen, jo würde 


man für dieſen Grenzwert den ganz unbeſtimmten Ausdruck g v & 


) Die folgende Entwicklung läßt ſich auch leicht für die allgemeine qua- 
dratiſche Funktion s = at? + bt + durchführen, wo a, b und e irgendwelche 
konſtante, d. h. von & unabhängige Werte bezeichnen. 
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halten. Man würde aber hierbei den Fehler begehen, daß man das Ver⸗ 
hältnis der Grenzwerte von Zähler und Nenner zu beſtimmen ſucht, 
anſtatt den Grenzwert des e oder mit anderen Worten: 


An dem Quotienten — - „läßt ſich die Gleichſetzung von 
und t noch nicht vollziehen, a verträgt fie noch nicht. 
Gibt man jedoch der rechten Seite der obigen Gleichung die Form | 
g C€+0C—*) g 7 
=" saat ta ED) | 


fo erhält man: 
sy — 8 


ae 
rag a +4): 
Dieſe Gleichung gilt noch für ganz beliebige Werte von “' und , 
doch an dieſem Werte des Quotienten > = kann man die Gleichſetzung 


, ° = 0 
von (und - vornehmen, ohne zu einem Ausdruck von der Form | zu 
gelangen; es ergibt ſich auf dieſe Weiſe: 


= lin — = gt 

(7) rer ET mel 
und durch dieſe Gleichung v = g - t ift die augenblickliche Geſchwindig⸗ 
keit des frei fallenden Körpers zur Zeit ¢ beſtimmt. 

2. Beiſpiel: Wir nehmen ferner an, ein Körper bewege ſich auf 
einer geradlinigen oder krummlinigen Bahn nach dem Zeitweggeſetz 
(8) s= 28 
und er befinde fih zur Zeit = O wieder im Punkte A (Fig. 1). Da 
für (= 0 auch s= 0 ijt, fo find die von dem Körper durchlaufenen 
Wegſtrecken s vom Punkte 4 aus zu meſſen. Iſt der Körper nach Ver⸗ 
lauf von ¢ Sekunden oder kurz zur Zeit t im Punkte B und zur Zeit“ 
(¢ > t) im Punkte C angelangt, fo ift 

s= 22 unb = 279 


alſo 

en N @¢—)-¢?@+¢t+e ; ; 

71 2 2“ = FY) 2. ( ＋ t+), 

mithin erhält J 
lim 7 für ¢ t den Wert 615 

d. h. es iſt 

(9) lim „= 6. 


§ 4. Die gleichmäßig und die ungleichmäßig belchleunigte 
Bewegung. 
Die beiden im vorigen Paragraphen behandelten Beiſpiele unter- 
ſcheiden ſich in einem weſentlichen Punkte voneinander. Im erſten 
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Beiſpiele, in dem wir der Einfachheit halber g = 10 annehmen wollen, 
hat nach Verlauf von 


t= 1, 2, 3, 4, .... Sekunden 
der ſich bewegende Körper die Geſchwindigkeit von 
v = 10, 20, 30, 40, . . .. m/sec 


erreicht; die Geſchwindigkeitszunahme ift alfo während gleicher Beit- 
teilchen ſtets dieſelbe und beträgt in jeder Sekunde 10 m/sec. 
Im zweiten Beiſpiele beträgt die Geſchwindigkeit am Ende der 


1% % e, Sekunde 
6, 24, 54, 96,.... m/sec; 


die Geſchwindigkeitszunahme während gleicher Zeitteilchen wächſt alfo 
von Sekunde zu Sekunde. Man nennt ſolche Bewegungen, bei denen die 
Geſchwindigkeit von Augenblick zu Augenblick immer größer wird, be- 
ſchleunigte Bewegungen; wird hingegen die Geſchwindigkeit von Augen- 
blick zu Augenblick immer kleiner, ſo nennt man die Bewegung eine 
verzögerte. Iſt, wie im 1. Beiſpiele, die Geſchwindigkeitszunahme 
während jeder Sekunde dieſelbe, jo heißt die Bewegung eine gleich» 
mäßig beſchleunigte, ändert ſich, wie im 2. Beiſpiele, die Geſchwin⸗ 
digkeitszunahme von Sekunde zu Sekunde, ſo nennt man die Bewegung 
eine ungleichmäßig beſchleunigte, bzw. verzögerte. 


8. 5. Die Peſchleunigung bei einer ungleichförmigen 
Bewegung. 

1. Die gleichmäßig beſchleunigte Bewegung: Bei einer ſolchen 
iſt die Geſchwindigkeitszunahme während jeder Sekunde ſtets gleich groß. 
Man nennt dieſe Geſchwindigkeitszunahme die Beſchleunigung des ſich 
bewegenden Körpers; iſt die Bewegung eine gleichmäßig verzögerte, ſo 
hat die Beſchleunigung einen negativen Wert. Somit gelangt man zu 
folgender 

1. Definition: Unter der Beſchleunigung eines Körpers 
bei einer gleichmäßig beſchleunigten Bewegung verſteht man 
die Zunahme der Geſchwindigkeit während einer Sekunde. 

Wir wollen dieſer Definition noch eine andere Form geben. Der 
fih bewegende Körper befinde fih (vgl. Fig. 1) zur Zeit t 0 wieder 
im Punkte A, zur Zeit t im Punkte B und zur Zeit “im Punkte C; 
ferner habe er in B die Geſchwindigkeit v m/sec und in C die Geſchwin⸗ 
digkeit » m/see erlangt. Dann beträgt die Geſchwindigkeitszunahme 
auf dem Wege BC, d. h. innerhalb des Zeitraumes von (“ — t) Sekunden 
(„% — v) m/sec, mithin ift, da die Geſchwindigkeit in jeder einzelnen Se- 
kunde um den gleichen Betrag wächſt, der Geſchwindigkeitszuwachs, d. h. 
die Beſchleunigung a (acceleratio) 


v“ — v 
a= SE In, sec. 


t 
Somit ergibt ſich die 
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2. Definition: Unter der Beſchleunigung eines Körpers 
bei einer gleichmäßig beſchleunigten Bewegung verſteht man 
das Verhältnis der Größe der Geſchwindigkeitszunahme zur 
Dauer der Zeit, während deren dieſe Geſchwindigkeitszu— 
nahme erfolgt iſt. 

Aus beiden Definitionen geht hervor, daß für den freien Fall die 
Beſchleunigung den konſtanten Wert von a = 9,8 m/sec beſitzt. 

2. Die ungleichmäßig beſchleunigte Bewegung: Für eine un⸗ 
gleichmäßig beſchleunigte Bewegung, z. B. für die im 2. Beiſpiele des 
§ 3 behandelte Bewegung nach dem Zeitweggeſetze s = 2 find beide 
Definitionen für die Beſchleunigung unbrauchbar; doch läßt ſich die 
zweite Definition derartig erweitern, daß fie auch auf eine ſolche Bewe- 
gung anwendbar iſt. Bei einer ungleichmäßig beſchleunigten Bewegung 
auf dem Wege von B bis C ändert fih nicht nur die Geſchwindigkeit v, 
ſondern auch die Beſchleunigung a von Augenblick zu Augenblick. Um 
den Wert der Beſchleunigung in einem beſtimmten Augenblicke oder zur 
Beit t zu beſtimmen, nehmen wir wie oben an, der Körper beſitze in B 
zur Zeit ¢ die Geſchwindigkeit v und in C zur Zeit “ die Geſchwindig⸗ 
keit “. Dann ift wieder der Geſchwindigkeitszuwachs während dieſer 
(t — i) Sekunden oder auf dem Wege BC gleich (v — v) m/sec. 
Nähert ſich nun der Punkt C immer mehr dem Punkte B, wird alſo 
das Zeitintervall von (€ — 0 Sekunden immer kleiner, fo nähert fih 
auch der Quotient 7 = der bei einer gleichmäßig beſchleunigten 
Bewegung einen konſtanten Wert beſaß, einem von der Zeit ¢ abhängigen 
Grenzwerte, der die Beſchleunigung des Körpers zur Zeit t angibt. So- 
mit können wir folgende Definition aufſtellen: 

Unter der Beſchleunigung eines Körpers bei ungleich— 
mäßig beſchleunigter Bewegung zur Zeit ¢ verſteht man den 
Grenzwert 


(10) a = lim —— für t = t 
oder kürzer: 
a lim Se 
Af=0 At 


So ift z. B. für das 2. Beiſpiel im § 3 


o—o a Pe ( 90 6 
F 8 


6-(¢ +Ò, 


und zwar iſt dieje Gleichung noch für ganz beliebige Werte von t 
und “ gültig. Bei dem Grenzübergange, der nur an dem zuletzt erz 
haltenen Ausdruck vorgenommen werden kann, erhält man: 
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$ 6. Der Pifferentialguntient. 

Bei einer ungleichförmigen Bewegung ijt nicht nur s, ſondern 
auch v eine Funktion von “, und im allgemeinen ijt auch die Beſchleu⸗ 
nigung a von t abhängig. Für das im vorhergehenden Paragraphen 
behandelte 2. Zeitweggeſetz haben dieſe Funktionen die Form 


8 = 238, v= 6P und a = 12t. 
Für andere Zeitweggeſetze würden diefe Funktionen andere Formen bez 
ſitzen, und wir wollen allgemein für dieſe Funktionen einſtweilen die 
Beziehungen einführen: 


(11) s = f(t), v = p(t) und a = y(t), wo 
TAa ewe 
2 i= = H = 
(12) v lim Ay und a = lim Ay für At =i0 


ijt. Unter s ijt wie bisher (vgl. Fig. 1) die Wegſtrecke AB zu verſtehen, 
die der Körper während eines Zeitraums von “ Sekunden zurücklegt, 
As iſt die Wegſtrecke BC, At die zum Durchlaufen dieſer Wegſtrecke 
erforderliche Zeit und Av die Geſchwindigkeitszunahme, die der Körper 
beim Durchlaufen dieſer kleinen Wegſtrecke erfährt, d. h. es iſt 


A = A - 
Av = p(t + At) — pÀ 


und jomit 


A na TET AONO 
[o = lim Ag = im Ar a 
(13) | _ md? — tim SEE AD— oO für At=0. 
a= hm At im — At 
2 j As Avi 
Man nennt dieje Grenzwerte der Quotienten er und Ay die 


Differentialquotienten der Funktionen s = f(t) und v = ꝙ (t) und 
bezeichnet fie mit 


ds dv 

(14) ur und a = Be 
Hierbei ijt jedoch mit allem Nachdruck darauf hinzuweiſen, daß die 
Zeichen di, ds und dv keine ſelbſtändige Bedeutung haben, und daß fie 
keine eigentlichen Größen ſind, die einen beſtimmten, wenn auch noch 


8 v 


; * $ 2 eG 1 d 
jo kleinen Wert beſitzen. Vielmehr find die Symbole 45 und 7, nur 


als abgekürzte Schreibweifen für die Grenzwerte lim m und lim 5 
für At = 0 aufzufaſſen. 

Hiernach können wir für den Differentialquotienten einer beliebigen 
Funktion y = f(x) folgende Definition aufitellen: 

Unter dem Differentialquotienten der Funktion y = f(x) 
verſteht man den Grenzwert 


, 3 l 3 p 5 AMF 
(15) SF ee) eee ee 
l dr = AR 20 Ax 
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§ 7. Die Ableitungen einer Funktion. 

Von den im vorigen Paragraphen mit f(t), p (€) und y (A be 
zeichneten Funktionen von t ift die Funktion q(t) der Differentialquo⸗ 
tient der Funktion f(t) und die Funktion w(t) der Differentialquotient 
der Funktion y(i); die Funktion w(t) entſteht alfo aus der Funktion 
gy (t) auf gleiche Weiſe wie die Funktion p(t) aus der urſprünglichen 
Funktion f(t). Um die Entſtehungsweiſe der beiden neuen Funktionen 
g(t) und w(t) aus der urſprünglichen Funktion / (t) auch durch die 
Schreibweiſe kenntlich zu machen, wählt man für die Funktion p (t) auch 
die Bezeichnung 7 (i) [geleſen: / geſtrichen t] und für die Funktion y (t) 
die Bezeichnung (/) oder f” (£) [geleſen: /zweigeftrichen ¢]. Man nennt 
diefe beiden Funktionen p (t) oder f (t) und w(t) oder f” (4) die 1. bzw. 
2. Ableitung der Funktion F (€). Iſt demnach, wenn wir von den 
Begriffen aus der Mechanik abſtrahieren wollen, y = f(x) eine beliebige 
Funktion von æ, fo ift die erſte Ableitung dieſer Funktion, nämlich f(x) 
identiſch mit dem durch Gleichung (15) definierten Differentialquotienten 
der Funktion f(x) und die zweite Ableitung f” (x) identiſch mit dem 
Differentialquotienten der Funktion f'(x). Sit z. B. 


(1) y = f (2) = 22°, 
fo ift nach § 6 


f (w) = 62? und f” (a) = 122. 
Nehmen wir ferner an, es fei 
(2) y = f(a) = d + ba? ＋ e +å, 
ſo wird 
f(a+ Az) =a. (x+ Ar) +b. (+ As) +e- (+ Axz)+a 
= (ax? + ba? + cx + d) + (34 + 2bx +c)- Ax 
+ (34 + ). Ko +a. Ke , 
mithin: 
Se 
Ag 
Hieraus ergibt fich: 


= (3a + 2bx + c) + (34% D) - Ar · A 


f (æ) = 3aa? + 2ba +e 
und ebenfo: 
f” (£) = 6ax + 2b = 2. (34% + b). 
Weitere Beiſpiele zur Beſtimmung der Ableitungen neuer Funktionen 
ergeben fic) in großer Anzahl aus den SS 11 u. 16. 


Graphiſche Darſtellungen. 


II. Der Dijferentialguotient in der 
Rvordinatengeometrie. 


$ 8. Die graphilche Darſtellung von Funktionen. 

Sit „ eine Funktion von , für die wir die allgemeine Form 
y = f(x) annehmen wollen, jo entſprechen jedem beliebig angenommenen 
reellen Werte von „ ein oder mehrere ganz beſtimmte Werte von y. 
Zieht man nur ſolche Werte von © in Betracht, für die auch y einen 
reellen Wert beſitzt, fo kann man ſich v und „ als Koordinaten eines 
veränderlichen Punktes vorſtellen, und alle Punkte, deren Koordinaten 
der Gleichung y = f(x) Genüge leiſten, liegen auf einer gewiſſen ge- 
raden oder krummen Linie. Man ſagt, y = f(x) fet die Gleichung dieſer 
Linie. 

1. Beiſpiel: Es ſei 

y = 4a? + aw — 2 oder Gy = 3 + 5 — 12. 
Nimmt man für » der Reihe nach die Werte 
S 

an, jo ergeben fich für y die entſprechenden Werte 


y=— 2; — 0,67; 1,67; 5; 9,33; 
Setzt man ferner 
e=—4; — 1; — 2; — 3; — 4; — 5; ' 
fo wird 
y = — 2,29; — 2,33; — 1,67; 0; 2,67; 6,333 


Beſtimmt man nun die Lage dieſer Punkte (vgl. Fig. 2 der Figuren⸗ 
tafel), ſo erkennt man, daß ſie alle auf einer gewiſſen Kurve liegen, die 
man erhält, wenn man die einzelnen Punkte durch einen fortlaufenden 
Linienzug miteinander verbindet. Dieſe Kurve ſchneidet offenbar die Ab⸗ 
ſziſſenachſe in zwei Punkten, von denen bisher nur der eine Punkt mit 
der Abſziſſe v — 3 bekannt ijt; ferner zeigt der bisher erkennbare 
Verlauf der Kurve, daß diefe zwiſchen den Abſziſſen x — 4 und 
* = — 2 einen jog. Kulminationspunkt beſitzt, d. h. einen Punkt, 
in dem die Kurve vom Fallen zum Steigen oder umgekehrt übergeht. 
Um die Lage des zweiten Schnittpunktes der Kurve mit der u-Achſe zu 
beſtimmen, ſetzen wir in der Kurvengleichung y = 0; dann erhalten wir 
die quadratiſche Gleichung 

32° +52 12 = O, 


deren Wurzeln v = — 3 und v = 4 find. Der zweite Schnittpunkt der 
Kurve mit der Abfſziſſenachſe hat alfo die Abſziſſe v = 1,33. Um end- 
lich die Lage des Kulminationspunktes der Kurve zu beſtimmen, formen 
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wir mit Hilfe der quadratiſchen Ergänzung die Kurvengleichung folgen— 
dermaßen um: 


2 


67 = 3 + 5% — 12 = 3. ( + 3% — 4) = 3 + 3) — (*3)°] 
oder . x 
=; eto C]: 


Es erhält alfo y den kleinſten Wert oder y wird ein Minimum 


für æ = — = — 0,83, der zugehörige Wert von y ift y = — 18 = 
— 2,35. Mithin hat der Kulminationspunkt der Kurve die Koordinaten 
æ — 0,83 und y = — 2,35. 


Nunmehr iſt man in der Lage, die Kurve genau zeichnen zu können; 
man erhält eine Parabel. 

2. Beiſpiel: Es ſei 

10% = 60 + 13 — 5% (vgl. Fig. 3 der Figurentafel). 


Man beſtimmt zunächſt wie in dem vorigen Beiſpiele die Koordi— 
naten einer genügenden Anzahl von Kurvenpunkten. Der eine Schnitt⸗ 
punkt der Kurve mit der 4-Achſe hat die Abſziſſe x = 5, die Abſziſſe 
des anderen Schnittpunktes erhält man durch Auflöſung der quadratiſchen 
Gleichung 

60 + 13 5 = 0, 


und es ergibt fih außer s = 5 noch s = — = — 2,4. Für alle 
Werte von , die größer als 5 und kleiner als — 2,4 find, wird y 
imaginär. Solchen Werten von x entiprechen alfo keine konſtruierbaren 
Kurvenpunkte. Zur Beſtimmung der Schnittpunkte der Kurve mit der 
Ordinatenachſe fegt man » = 0; dann wird y = V6 = + 2,45. End- 
lich ergibt fih die Lage der Kulminationspunkte der Kurve aus der 
folgenden Umformung der Kurvengleichung: 


10% = — 5. „ — Bz — 12) 5 + [(x — 40) — 4°], 
aljo 


1 = (16) — e=: 
Daher oe y? ein Maximum für x = 1,3, und für diefen Wert von 
a ift y= 9 V2 = + 2,62. Die Kurve iſt eine Ellipſe. 
3. Beiſpiel: Es ſei 
2y = £? — 1,9 — 1,9 + 1 (vgl. Fig. 4 der Figurentafel). 
Die Beſtimmung der Koordinaten einzelner Kurvenpunkte erfolgt 
in der bisherigen Weiſe, indem man der Reihe nach 


T 1 IE U EU A cael iaie 
ſetzt und die zugehörigen Werte von berechnet; man erhält 
y=....—54; —19 0; 0,5; — 0,9; — 1,2; 2,6; 13,5 


Die Abſziſſen der Punkte, in denen die Kurve der 4-Achſe ſchneidet, 
ergeben ſich durch Auflöſung der reziproken Gleichung 


Graphiſche Darſtellungen; die Kreistangente. 


xè — 1,9 — 1,9 +1=0 
oder 
102° — 192? — 19 + 10 =0, 


der man auch die Form geben kann: 

( + 1) (10% — 29% + 10) = 0. 
Die Wurzeln dieſer Gleichung ſind 

xı = — 1; x = 25 und a, = 0,4. 


Obwohl man aus den bisher beſtimmten Kurvenpunkten den Ver: 
lauf der Kurve im allgemeinen erkennen kann, iſt zur genauen Zeichnung 
der Kurve noch die Beſtimmung der Lage ihrer Kulminationspunkte er⸗ 
forderlich. Für das vorliegende Beiſpiel läßt ſich dieſe Beſtimmung 
nicht mehr wie in den Beiſpielen (1) und (2) durch eine einfache Um⸗ 
formung der Kurvengleichung ausführen. Doch gelangen wir zur Bez 
ſtimmung der Koordinaten dieſer Kulminationspunkte auf geometriſchem 
Wege, indem wir beachten, daß in dieſen Punkten die an die Kurve ge- 
legte Tangente der Abſziſſenachſe parallel fein muß. Wir find ſomit vor 
die Aufgabe geſtellt, die Gleichung der an die Kurve y f(x) in einem 
beliebigen Kurvenpunkte gelegten Tangente zu beſtimmen. Bevor wir 
jedoch an die Löſung dieſer allgemeinen Aufgabe herangehen, wollen wir 
an einigen beſonders wichtigen Beiſpielen die einzuſchlagende Methode 
erläutern. 


89 Die Gleichungen der Kreis-, Parabel-, Ellipfen- und 
Byperbeltangente. 


a) Die Gleichung der Kreistangente. 


(1) (a — a)? + (y— b) = 
die allgemeine Kreisgleichung, s und „ feien die feſten Koordinaten eines 
beliebig angenommenen Punktes P auf der Kreislinie; es ſoll die 
Gleichung der an den Kreis in dieſem Punkte gelegten Tangente auf⸗ 
geſtellt werden. U. 
Wir nehmen zunächſt auf der 
Kreislinie außer dem Punkte P noch 
einen beliebigen zweiten Punkt P” 
an (vgl. Fig. 5) und bezeichnen ſeine 
Koordinaten mit 8, /. Dann lautet 
die Gleichung der durch die beiden 
Punkte P und P gelegten Sekante 
Oaks: 


(2) y—n -F =; 


der Quotient rit diefog. Rich 
tungskonſtante der Sekante, d. h. 
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die Tangente des Winkels, den die Sekante mit der poſitiven Richtung 
der à⸗Achſe bildet. Die Sekante U V geht in die Tangente im Punkte P 
über, wenn fie fic) um den feſt mit dem Kreiſe verbundenen Punkt P 
herumdreht, fo daß fih der andere Schnittpunkt P auf der Kreislinie 
immer mehr dem Punkte P nähert und ſchließlich mit ihm zuſammen⸗ 
fällt. Wir werden alſo aus der Sekantengleichung (2) die Gleichung der 
Kreistangente im Punkte P erhalten, wenn wir in ihr 8 = s und bem- 
zufolge auch n = ſetzen. Doch . geradeſo wie in den beiden 


Beiſpielen des § 3 der Quotient = p noch nicht die res dieſer i 


Gleichſetzung, da derſelbe dann den völlig unbeſtimmten Wert 5 erhalten 


würde. Es läßt ſich aber mit Zuhilfenahme der Kreisgleichung der Wert 
dieſes Quotienten ſo umformen, daß man an ihm dieſe Prozedur vor⸗ 
nehmen kann. Da nämlich die beiden Punkte P und P auf der Kreis⸗ 
linie liegen, ſo genügen ihre Koordinaten der Kreisgleichung (1), d. h. 


es iſt ( - ) + ( 5) =r 
und (E — a)? + (n — bF = 7°; 
durch Subtraktion dieſer beiden Gleichungen ergibt fih: 
(E+E — 2a): (E — E) + (n +a — 25) (- 1 =0, 


es ift alfo TEN, 
ses 1+ — 2b’ 
jo daß die Gleichung (2) nunmehr die Form annimmt: 
E+E — 2a 
(3) Wb 


Auch dieſe Form der Gleichung der Sekante gilt ebenſo wie die 
Gleichung (2) für ganz beliebige Wertepaare von é, und 5 1 , doch 


kann man in dieſer Gleichung den Grenzübergang E = 5 und y = y 
vollziehen und man erhält ſo als Gleichung der Rreistangente i im Punkte P: 
Bien : 5 
vn = „ C0), 
oder in anderer Form: 
(4) (§ — ) ( a) + ( -=) (y — b) =*. 


b) Die Gleichung der Parabeltangente. 
Die Scheitelgleichung der Parabel ſei 
(5) y? = 2ps, 
ferner feien (vgl. Fig. 6) P und P’ zwei beliebige Punkte der Parabel mit 


den Koordinatenpaaren 5, 7 und 8“ /. Dann hat die Gleichung der durch 
die Punkte P und Y > a. wie vorhin die Form (2). Auch 


Hier ift der Quotient =; p oder 7 p = wieder einer Umformung zu 


unterziehen, bevor & = & und 7 = y gefebt wird. Man erhält aus 
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n? = 2pk und y? = 2 ps.: 


ne 2p 


e-: 1 
die umgeformte Gleichung der 
Sefante lautet ſomit 


Hieraus ergibt ſich, wenn man 
n = n fegt, als Gleichung der 
Tangente im Punkte P: 


p 2 
2 . 
‘ 


7 
der man auch die Form geben 
fann: 

(6) ny =p- (2 — 8). 


e) Die Gleichung der 
Ellipſentangente. Fig. 6. 
Es handelt ſich im weſentlichen wieder nur darum, den Quotienten 


A = T mit Hilfe der Ellipſengleichung 


s 


2 Brn, y 
(7) oar * 1 


auf eine Form zu bringen, die es geftattet, & = £ und alfo auch Y = n 
zu ſetzen. Nun iſt nach (7) 

DE ＋ 0% = db 
und auch 


alſo 


Hieraus ergibt ſich: 


(i ee | b? 5 +5 
r 5 — 8. a n+n' 
jo daß die umgeformte Sekantengleichung lautet: 
A Se b S (x £) 
re ie 


In dieſer Gleichung kann man wieder & = § und n = ſetzen und 
erhält fo die Tangentengleichung: 


ee ee 
y Ne 5) 
oder in einfacherer Geſtalt: 
FR S ny 
(8) z+ pi = J 


a” 
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d) Die Gleichung der Hyperbeltangente. 


die Gleichung der Hyperbel, jo erhält man ebenſo wie in e) als Glei⸗ 
chung der Tangente im Hyperbelpunkte £, y: 


f éx ny 
(10) a? — DE == 1 . 


§ 10. Pas Tangentenproblem für die Rurve y = f (2). 


Es feien & und y die Koordinaten eines beliebig angenommenen 
Kurvenpunktes P. Um die Gleichung der in dieſem Punkte an die Kurve 
gelegten Tangente PT (vgl. Fig. 7) 
zu beſtimmen, gehen wir von der Glei⸗ 
chung der Sekante aus, die dieſen Punkt 
mit einem zweiten beliebig angenom— 
menen Kurvenpunkte P verbindet, deffen 
Koordinaten mit £, „ bezeichnet werden 
mögen. Die Gleichung dieſer Sekante 
UV lautet: 


, 


(11) s= p O): 


Die Sefante UV wird zur Tan- 
gente PT, wenn wir fie um den feft 
mit der Kurve verbundenen Punkt P 
herumdrehen, jo daß fih der Punkt P“ 
auf der Kurve immer mehr dem Punkte 
nähert und ſchließlich mit ihm zu⸗ 
ſammenfällt. Nehmen wir nun zunächſt 

‘xan, der Punkt P’ befinde ſich in une 
mittelbarer Nähe des Punktes P und 
bezeichnen wir wie früher ($ 2) die Werte 
von & — é und „ —n mit As und 

An, fo nimmt die vorige Gleichung der Sekante UV die Form an: 


A 2 
NA E= 


hierbei iſt der Wert von AE zwar klein, doch ſonſt ganz nach Willkür 
anzunehmen, und der zugehörige Wert von An beſtimmt fic) aus der 
Kurvengleichung y = f(x). Nähert fih nun der Punkt P’ auf der Kurve 
immer mehr dem Pnnkte P, geht alfo die Sefante U in die Tangente 


RR P ; 2 An. 7 

PT über, jo nähert fich auch der Quotient A immer mehr einem be- 
j A 5 PEN - 

ftimmten Grenzwerte, den wir wieder mit lim AE bezeichnen wollen. 


AE=0 


Dann lautet die Gleichung der Tangente PT: 


Das allgemeine Tangentenproblem. 19 


, ou SN 
12 — q = lim =|: ( — 
(12) N 1 ( 5) 


Die Richtungskonſtante der Tangente PT, d. h. die trigono- 
metriſche Tangente des Winkels c, den die Kurventangente im Punkte P 
mit der poſitiven Richtung der 2⸗Achſe bildet, hat alfo den Wert 


5 - An 
13 tga = lim I =f (8), 
( 3) ga nan RE ie (é) 
und die Gleichung der Tangente PT nimmt daher die endgültige Form an: 
(14) y—n=f O-. 


Wie aus den Paragraphen 6 und 7 hervorgeht, erhält man den 
Wert von f (5) auf folgende Weiſe: Man beſtimmt zunächſt den Diffe⸗ 
rentialquotienten oder die erſte Abteilung der gegebenen Funktion y f(x) 


und erhält jo eine neue Funktion von ©, nämlich 327 in der man v = § 
zu ſetzen hat. 

Beiſpiel: Es ſoll die Gleichung der Tangente an die Kurve 

2y = x? — 1,9 — 1,9 + 1 (vgl. $ 8, 3. Beiſpiel) 

im Kurvenpunkte mit der Abſziſſe é = 2 aufgeſtellt werden. 

ees y = f = ( - 1,9 — 1,9 + 1), 
alfo nach § 7 
4. 0 ( — 3,82 — 1,9), 

f (E) = å (3052 — 385 — 19). 

Die Gleichung der Kurventangente im Punkte é y lautet daher: 


y — n = a+ (308° 385 — 19) ( — f) 
oder 


20y = (30 385 — 19) * — (208° — 1982 — 10). 
Die Richtungskonſtante diefer Tangente hat den Wert 
tga = 0 (30582 — 385 — 19). 

In den Kulminationspunkten der Kurve ift tga = 0, alfo ergeben fic 
die Abſziſſen dieſer Punkte durch Auflöſung der quadratiſchen Gleichung 
305 — 385 — 19 = 0, 

deren Wurzeln 
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g=- sr ah d. h. & = 1,65 und É, = 0,38 
find; die zugehörigen Werte von y find 7, = — 1,41 und ½ = 0,70. 
Ferner ift nach der Kurvengleichung für x = 2, y = — 1,2; alfo nimmt 
die Gleichung der Tangente im Kurvenpunkte 8 = 2, n = — 1,2 die 


Form an: 
20y = 25% — 74 oder 
2* 
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x TE 
2,96 7 —81 1, 
d. h. es ijt OM oder m = 2,96 und ON oder n = — 3,7, wo M und 


N die Schnittpunkte der Tangente mit der Abſziſſen- bzw. Ordinaten- 
achſe bezeichnen. Mit Hilfe der Werte für die Koordinaten der Kulmi⸗ 
nationspunkte, der im § 8 angegebenen Werte einiger anderen Kurven⸗ 
punkte und der Werte von m und „ kann man nunmehr eine genaue 
Zeichnung der Kurve und der Tangente anfertigen. (Vgl. Fig. 4). 


III. Die Differentialquotienten der einfachen 
Funktionen. 


$ 11. Der Differentialquokient algebratfcher Funktionen, 

Es folen der Reihe nach die Differentialquotienten folgender 
Funktionen ermittelt werden: 
(1) y =x", 
wo n zunächſt als abfolute ganze Zahl vorausgeſetzt werden möge, 
Läßt man = in æ + Az übergehen und bezeichnet man den entjprechen- 
den Zuwachs von y mit Ay, fo wird 

y + Ay + (x + Az)", 

es ift aljo nach dem binomiſchen Lehrſatze 


n(n — 1) 


2 — 
y + Ay =a +n: at. A 42 —2 -A2++ÄAr, 


1-2 
mithin " 
Ay RT TE RT NR _n-1 
oe Sr 1.8 „2. A T. ＋ Or A 
Es wird alfo für Ar = 0 
3 Ay ‚dy 0 
lim rg oder EN. 


Daß diefe Formel auch für negative ganzzahlige und für gebrochene 
Werte des Exponenten „ gültig bleibt, geht aus den folgenden Bei— 
ſpielen 2, 4 und 7 hervor. 


/ 1 
(2) ve 
1 1 A 
Da y + Ay= SEHE ijt, jo wird 
Ar 1 1 EIS Ax 
7 te +Ax * 4 + Aq)! 
alſo 
Ag = 1 
T (a N 


Mithin ergibt ſich: 
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In gleicher Weiſe erhält man aus 


3 y= 1. 
{e a a’ 
Ay 2 + Ag dy 2 
za alſo g , 
Az r*. (x + A) dx x 
und allgemein aus 
1 
(4) y = —: 
, ** 
n(n — 1) = — 
NUR no * Ta ee a" NE FR Ax’ 
A a" (a ＋ x)" 2” 
d. h 
— Ay dy n 
lim Ax oder de zer + I: 
(5) y = ax - bx +e, 


wo a, b und e von æ unabhängige oder konſtante Zahlen bezeichnen. 
Man erhält zunächſt: 
y+Ay=a-(a+ Asf - b. ( H αν +e 
= (az? — ba + c) + (2a -b) · A a Ar 
und ſomit 


Ay 
— = (Qax—b)+ta- Az. 
Oz ` * 
Mithin wird 
f Ay dy 
lim — Y oder =~ = 2ax — b. 
Ax dæ 


Nun ift aber 2ax der Differentialquotient von ax? und b der Differen- 
tialquotient von bæ. Somit ergeben fih folgende Regeln: 

1. Satz: Der Differentialquotient eines Aggregats ift 
gleich dem Aggregat der Differentialquotienten der einzelnen 
Glieder. 

2. Satz: Der Differentialquotient des Produkts aus einem 
konſtanten Faktor und einer Funktion von æ ift gleich dem 
Produkt aus dieſem konſtanten Faktor und dem Differential- 
quotienten der Funktion. 

3. Satz: Der Differentialquotient einer Konſtanten hat 
den Wert 0. 


(6) = e. 
Quadriert man beide Seiten, ſo erhält man: 
y =x, 


und hieraus folgt, wenn » um Av und y um Ay wächſt: 
(y+ Ay)? = «+ Aa 
oder 
y+2y-Ay+Ay =2+4+ Az; 
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mithin wird 
— 
2y-Ay+Ay = oder (2y + Ay) Ay = Axr 
und fomit yd 
AW 2y+ Ay 
Wird nun Ax immer kleiner und ſchließlich gleich 0, fo gilt dasſelbe 
auch von Ay; man erhält demnach: 


Ay dy 1 
lim a, 5 4 
Iſt allgemein 
(7) y= Vx, 
fo ergibt fih in gleicher Weife: 
DI.“ 1 : 
E n(n — 1) ary 


nyi- 1-2 ay"? Ayt Ay" 
folglich wird, wenn man wieder Ax = 0 und daher auch Ay = 0 fegt: 


$ 12. Der PDifferentialguotient von Produkten und Quotienten. 

Es ſei 
(8) == u v, 
wo u = g (æ) und v = w (æ) bekannte Funktionen der unabhängigen 
Veränderlichen v find. 

Läßt man w in æ + s übergehen uud nimmt man an, daß als- 
dann u in u + Au, vin v + Av und ſchließlich y in y + Ay iber- 
geht, jo wird 

Au = g (x + Ax) - g (x), Av =y (x + Ax) — y (x), 
ferner 

y + Ay = (u + Au) -(v + Av) 
= uv + u: Av +v- Au ++ Au. Av, 


Ay = u- Av +v Au + Au. Av; 


mithin 


es ift daher 


Ay _ en u, Au 
As A te * t Ax = * Ar. 
Setzt man nun Aw = 0, * ergibt Pe hieraus: 
8 = wu — dv „du 
d. h. d q * dæ 


&3 fei ferner 


(9) y=- 
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wo wieder w = ꝙ (&) und v = w(x) bekannte Funktionen von x 
darſtellen. Man erhält in derſelben Weiſe wie vorhin: 
Kayan RAN u vAu—uäv 


v+ Av v v (F An) 


mithin: 
ns ASA i Av 
Ay _ "Ka" Ke 
Bc Av ; 
v- (v — a Az) 
Geht man nun wieder zur Grenze über, indem man Az = 0 
8 s A Avie : f 
jest, jo entſtehen ans den Quotienten a und Ku die Differentialquo⸗ 


= 1 ly . i > 

tienten 775 und a. die ganz beſtimmte Funktionen von » darſtellen, 

und man erhält ſomit als Wert den geſuchten Differentialquotienten 
du dv 


v 


dy __ ` dx 
dx v? 


§ 18. Das Gradmaß und das Bogenmaß eines Winkels. 


In der elementaren Mathematik legt man bei der Beſtimmung der 
Größe eines Winkels das Gradm aß zugrunde, d. h. man gibt die Größe 
eines Winkel nach Graden und Bruchteilen des Grades an. Man kann 
ſich aber, wie dies im folgenden ſtets geſchehen ſoll, bei der Beſtimmung 
der Größe eines Winkels noch eines anderen Maßes, des fog. Bogen- 
maßes bedienen. 

Es ſei ZMN ein beliebiger Winkel 
(vgl. Fig. 8) und y die Anzahl der Grade, 
die dieſer Winkel mißt, alfo X LMN = g. 
Iſt der Winkel in Graden, Minuten und 
Sekunden angegeben, ſo hat man die Mi⸗ 
nuten und Sekunden in Dezimalteile des 
Grades zu verwandeln; ſo z. B. iſt der Win⸗ 
fel 490 9 17” = 4991547, aljo p =! 7 
49,1547. Beſchreibt man mit einem be- Fig. 8. 
liebigen Radius x um den Scheitelpunkt M 
einen Kreisbogen, der die Schenkel des Winkels in den Punkten A und 
B ſchneidet, desgl. mit dem Radius von 1 em einen Kreisbogen, der die 
Winkelſchenkel in den Punkten A’ und B’ ſchneidet, und bezeichnet man 
die Länge der Kreisbögen von A bis B und von A’ bis B mit ÄB 
bzw. A’B’, jo verhält ſich 

AB: MA AH: MA’. 
Nimmt man an, daß 


ÁB = xem 
fei, jo hat das Längenverhältnis AB’: MA den Wert x, wo x eine 
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unbenannte Zahl darſtellt, die von der Wahl der Längeneinheit un⸗ 
abhängig ift; denn auch das Längenverhältnis AB: MA hat denſelben 
Wert. Durch die unbenannte Zahl w ift die Größe des Winkels LMN 
ebenſo eindeutig beſtimmt, wie durch die Anzahl der Grade, welche dieſer 
Winkel mißt. Man nennt dieje Zahl æ das Bogenmaß des Winkels. 
Hiernach kann man folgende Definition aufſtellen: 

Beſchreibt man um den Scheitelpunkt eines gegebenen | 
Winkels mit einem beliebigen Radius r einen Kreisbogen und | 
bezeichnet man die Länge des zwiſchen den Schenkeln diejes ) 
Winkels liegenden Kreisbogens mit b, jo verſteht man unter 
dem Bogenmaße des Winkels diejenige unbenannte Zahl x, 
die den Wert des Verhältniſſes b: 7 angibt. 

Es iſt nun leicht, vom Gradmaß eines Winkels zum Bogenmaß 
überzugehen und umgekehrt. Iſt der betreffende Winkel nach Gradmaß 
gleich p’, nach Bogenmaß gleich æ jo ijt bekanntlich der zu dieſem Zentri⸗ 
winkel gehörige Bogen eines Kreiſes mit dem Radius r 


rap 
I 80 
£ b op 180 
Zu = 49,1547: — 
alſo 1 180  49,1647 — 


Man erhält ſomit das Bogenmaß eines in Graden angegebenen Winkels, 
indem man die Anzahl der Grade durch die Zahl 


dividiert. Für das obige Beiſpiel ergibt fih x = 0,8579. 
Einfacher vollzieht man dieſe Umformung des Gradmaßes in 
Bogenmaß, indem man ſich der folgenden Tabelle bedient: 


1° = 0,017453 | 4° = 0,069813 7° = 0,122173 


20 = 0,034907 | 5° = 0,087 266 8° = 0,139 626 
3° = 0,052360 6° = 0,104720 | 9°=0,157080. 


Selbſtverſtändlich hat man vorher die Minuten und Sekunden des Win- 
kels in Dezimalteile des Grades zu verwandeln. 


§ 14. Die graphiſche Darllellung der trigonometriſchen 
Funktionen, 

Beſtimmt man die Größe eines Winkels nach Bogenmaß, jo laffen 
ſich die trigonometriſchen Funktionen desſelben auch graphiſch darſtellen. 
Wir behandeln als Beiſpiel die Funktion y sin. 

Nach der am Schluß des vorigen Paragraphen angegebenen Tabelle 
iſt für die Winkel 

9, 10 20“ SO" 80 Foes 90 10% 
das Bogenmaß 


Der Grenzwert von sin Aw: Aw. 


a = 0; 0,17; 0,35; 0,52; 0,87; 1,22; 1,57; 1,92; ... 
und der Wert von sing oder 

0,17; 0,34; 0,5; 0,77; 0,94; 1; 0,943 
Beſtimmt man die dieſen Koordinaten x, y entſprechenden Punkte und 
verbindet ſie durch einen fortlaufenden Linienzug, ſo erhält man die in 
Fig. 9 der Figurentafel dargeſtellte Sinuskurve. Dieſe beſitzt Kul⸗ 
minationspunkte für diejenigen Werte von v, die den Winkeln 


900% e, 00 


y O; 


À 


entſprechen, d. h. für 
2 1,57; 4,71; 7,85 . 


für alle diefe Werte von x ift y = + 1. 


sin Awe 
Ax 


Es fet (Fig. 10) LMN oder aw ein beliebiger in Bogen maß 
ausgedrückter ſpitzer Winkel. Fällt man von N 
einem beliebigen Punkte B des einen Schenkels B 
MN da Lot BC auf den anderen Schenkel 
ML, jo ijt BC 5 
MB 
Beſchreibt man mit dem Radius MB um denM CA 
Punkt M einen Kreisbogen, der den Winkel⸗ n 
ſchenkel ME im Punkte A ſchneidet, und bezeichnet man die Länge des 
Radius mit r, die des Kreisbogens AB mit b und endlich die des 
Lotes BC mit h, jo ijt 


§ 15. Die Beflimmung des Grenzwertes von für A=. 


sing = 


si h h 
Sine = ‘x 
mg = b 7 
mithin sing _ h 

x 50 


d. h. der Wert des Quotienten me ſtimmt für jede beliebige 
Größe des nach Bogenmaß gemeſſenen Winkels mit dem 
Werte des Längenquotienten ; überein. Alſo ift dies auch der 


Fall, wenn die unbenannte Zahl x einen ſehr kleinen Wert annimmt. 
Bezeichnet man einen ſolchen ſehr kleinen, im übrigen aber willkürlichen 
Wert von * mit Ax und die entſprechenden Längen von b und % mit 
AJ Y PR 
Ab und Ah, jo wird dns Ah 
Noe. Ab 

Nun ergibt ſich aber aus der unmittelbaren Anſchauung, daß ſich 

: N ef. r ; * - 
der Quotient AS für einen ſehr kleinen Wert von Az immer mehr dem 


Grenzwerte 1 nähert, alfo ift auch 
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. sin Ag 
(10) „Ëm Ag 1. 
Zu demſelben Ergebnis führt auch die graphiſche Darſtellung der 
Funktion sin, 


§ 16. Der Differentialquotient der trigonometriſchen Funktionen. 

Es ſei 
(11) y = sin. 

Sit æ ein beliebiger, in Bogenmaß angegebener Winkel und be- 
zeichnet Aw einen beliebig kleinen Zuwachs von x, Ay den entſpre⸗ 
chenden Zuwachs von , ſo iſt 

y + Ay = sin(x + Az), aljo 
Ay sin ( + Aa) — sinæ 
X Fr * 
Nach der Formel 


sin c — sinß = 2 cos 


«+B . «—B 


2 sin 


nimmt diefer Quotient die Form an: 


Ag 


Nähert fih nun Ax und ſomit auch „ immer mehr der Null, 


d i i : Ac „ 
ſo nähert ſich nach dem vorigen Paragraphen der Quotient sin 2 : Ay 
immer mehr dem Grenzwerte 1, während der andere Faktor cos (z + =) 
in cos übergeht, es wird alfo 
Ay 


lim Kat 


A 
(12) yY = (605%. 
In derſelben Weiſe wie vorhin erhält man: 


Ay cos (æ + Ax) — cosg 
Au K j 


Da nun 


cosa — cosĝ = — 2 - sin “TF. kt 


ift, jo wird 


sin («+ 0 sin 22 sin =e 
A TEE Aa are 
I 9. — — —— in ( + 2). 
Ax Az 2 Ax 


und fomit 
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Ay 


d è 
Ag! d. h. ZY = — SINX. 


lim dx 


A 


(13) y = tgx. 


Da tgr = 0055 iſt, ſo beſitzt dieſe Funktion die Form 


U : . 
tga „ wo u = sine und v = cosg ift. 


Nun ift aber nad (11) und (12) 


au _ os% „ge = i 
Ja eos und 4 = — Sng, 
alſo wird nah § 12, Nr. (9) 
du dv 
day "aa d cos + sin 
dx 5 . v' pint Fr cos!x wae 
d. h. 
„ 
dx” cos?x 
(14) y = etgw. 
Es iſt etga = nn Setzt man u = cosx und v = sing, fo er⸗ 
hält man auf gleiche Weiſe wie in Nr. (13) 
dy _ 1 
dx sine 


$ 17. Umkehrungsformeln, 


In dem vorhergehenden Paragraphen war eine Funktion y = (x) 
gegeben und es wurde gezeigt, wie ihr Differentialquotient beſtimmt 
wird. Auch dieſer ift im allgemeinen wieder eine Funktion von , die 


; 4 a / : 
wir mit 4 1 = p(x) bezeichnen wollen. In den Anwendungen kommt 


nun auch oft der umgekehrte Fall vor, daß der Differentialquotient einer 
unbekannten Funktion f(x), alfo die Funktion p (a) gegeben ift, und es 
handelt fih darum, aus dieſer Funktion y (x) eine andere Funktion f (x) 
zu beſtimmen, deren Differentialquotient gleich p (x) ift. 

Es feien f(x) und F(x) zwei Funktionen, die denſelben Differen⸗ 
tialquotienten ꝙ (a) beſitzen; dann ift 


df 4 i 
1 = ꝙ (x) und an 2 ọ («), alſo 


ab K _ 

d a 

Da ſomit der Differentialquotient der Funktion f(x) — F (w) für 

alle Werte von x gleich O iſt, jo iſt nach dem 3. Satze im § 11 dieſe 
Funktion eine Konſtante. Bezeichnen wir die letztere mit K, ſo ergibt ſich 


0. 
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f(a) = F(x) + &, 
d. h. in Worten: 

4. Satz: Iſt F(x) irgendeine Funktion, deren Differen- 
tialquotient gleich o (x) ift, jo hat jede andere Funktion f(x), 
die für jeden Wert von x denjelben Differentialquotienten 
beſitzt, die Form 

FU) OO) +8. 

Aus den in den Paragraphen 11 und 16 ermittelten Werten der 
Differentialquotienten der einfachſten Funktionen ergeben ſich demnach 
folgende wichtige Umkehrungsformeln: 

Hat der Differentialquotient einer Funktion y = f(x) den Wert 


(040, fo hat die Funktion f(x) die Form f(x) = c-a+R; 


, dy Se C 2 
(2) dx Chin „ „ n " " ei (#) se * ＋ K; 
f dy a E wrt 1 f 
(3 ) a rn n n” n " n ” / (x) 3 n+1 G K; 
T’ y n EN n fy 
(4) 4e, n [7 7 n " n „ f(x) — NI -K; 
-\dy 72 . TE 
(5) da Soen ern ” „ „ „FC) sine r K und 
l z 5 
(G) a sink, „% „ „ „ nf) =— om R. 


IV. Anwendungen auf die Mechanik. 


$ 18. Der frrie Fall. 
Die Bewegung beim freien Fall eines Körpers ift eine gleichmäßig 
beſchleunigte, und zwar hat erfahrungsgemäß die Beſchleunigung den 
konſtanten Wert g = 9,8. Es iſt alfo 


dv 
(1) dt. 9 
und ſomit nach § 17, Nr. (1) 
oT G; 


wo C eine Konſtante bezeichnet. Nehmen wir an, daß die Anfangs- 
geſchwindigkeit des Körpers gleich O fei, jo ergibt ſich aus der letzten 
Gleichung für C der Wert 0, d. h. es iſt 


(2) o get. 

Da wir dieſer Gleichung auch die Form geben können: 
ds 
a 9° t, 


fo folgt aus ihr nach $ 17, Nr. (2), daß 
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5 701 +e 


ijt, wo C“ eine neue Konſtante bezeichnet. Rechnen wir den vom Körper 
durchlaufenen Weg von dem Zeitpunkte an, wo t = 0 ift, fo wird für 
t=O auch s= 0; ſomit hat auch die Konſtante C’ den Wert 0 und 
es wird 

(3) s =. 


Die Gleichungen (2) und (3) ſtellen die beiden Galileiſchen Fallgeſetze dar. 


§ 19. Die harmoniſche Bewegung. 


Beim freien Fall bewegt ſich der Körper oder der dieſen darſtellende 
materielle Punkt auf einer geraden Linie, und zwar hat in jedem Punkte 
des zurückgelegten Weges die Beſchleunigung des materiellen Punktes 
einen konſtanten Wert. 

Unter einer harmoniſchen Bewegung verſteht man einen Be- 
wegungsvorgang, bei dem ein materieller Punkt P fih ebenfalls auf 
einer geraden Linie XX bewegt, aber in der Weiſe, daß er auf dieſer 
Geraden fortwährend hin und her ſchwingt, und daß ſeine Beſchleuni⸗ 
gung in einer beliebigen Lage P dem Abſtande dieſes Punktes von einem 
feſten Punkte O, der Gleichgewichtslage des mate- 
riellen Punktes, proportional iſt. Bezeichnet man — mag 
den Abſtand des beweglichen Punktes P von a 
dem feſten Punkte O mit s (vgl. Fig. 11), 
fo ift die Harmonische Bewegung durch die Gleichung charakteriſiert: 


Fig. 11. 


wo „ eine poſitive Konſtante bezeichnet. Da die Beſchleunigung für 
wachſende Werte von s immer kleiner, für abnehmende Werte von s Hin- 
gegen größer wird, ſo haben wir das negative Vorzeichen zu wählen, ſo daß 
dv 
(4) at 
ijt. Sowohl s als auch v find Funktionen von /, alfo beſteht unſere Muf- 
gabe darin, die Zeitweggleichung für die Harmonische Bewegung zu 
ermitteln, d. h. s als Funktion von ¢ darzuſtellen. 
Nun iſt 


Zu 25 


_ ds 
3 
alſo in Verbindung mit (4) 
dv 12 ds 
dt vs 7 
d. h. nach $ 11, Nr. (1) 
HEN le u a8. 
S T8 


Da ſomit die beiden Funktionen v? und — 1s? denſelben Differential- 
quotienten beſitzen, fo ift nach dem 4. Lehrſatze im § 17 
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(5) v 77282 + ec, 


wo die neue Konſtante offenbar einen pofitiven Wert haben muß und 
deshalb mit c? bezeichnet worden ift. 


Da v = as ift, fo läßt ſich die Gleichung (5) auch in der Form 


ſchreiben: 
ds\? 2.2 
(5 0 = cl — k*s 
oder 
(6) 2 k- = — 82 


und es handelt ſich nur noch darum, diejenige Funktion von t zu be- 
ſtimmen, die dieſer Gleichung Genüge leiſtet. 

Nun ift offenbar s eine periodiſche Funktion von t, und außerdem 
geht aus Gleichung (6) hervor, daß der abſolute Wert von s ſtets kleiner 


als der des konſtanten Quotienten = ift. Wir können daher 


k 


ſetzen, und es bleibt uns dann nur nod übrig, p als Funktion von . 
zu beſtimmen. Setzen wir etwa 


H > C 
entweder s = < -sing oder s = 1 cos ꝙ 


; [4 
(7) s = 7,0089, 
fo nimmt die Gleichung (6) die Form an: 
— 1 sing - ay = +c- sing, 
und fomit ift 


Folglich beſitzt nach § 17 Nr. (1) die noch zu beſtimmende Funktion p 
die Form 
ſo daß die Gleichung (7) übergeht in 


(8) 8 1 cos (kt + ©), 


wo c und C noh zu beſtimmende Konſtanten find. 
Die Beſtimmung dieſer Konſtanten geſchieht auf folgende Weiſe: 
Der materielle Punkt P ſchwingt in geradliniger Bahn um die 
Gleichgewichtslage O hin und her. Wir nehmen an, daß er zu Anfang 
der Bewegung die größte Entfernung a von O beſitzt, daß aljo zur Zeit 
= 0 s= a ift. Dann ergibt fih aus Gleichung (8): 
[4 a 


C 
-cos oder = = 


8 k cos 


mithin wird 


Die harmonije Bewegung. 


(9) a= 8050 - cos (kt + O), 


wo nur noch die Konſtante C zu beſtimmen ift. Zu dem Zwecke ziehen 
wir die Geſchwindigkeit des materiellen Punktes in Betracht. Aus Glei- 
chung (9) erhält man: 

2 g nt + 0). 


* dt cos C 
Nun ijt für t= 0 auch v = 0, aljo muß 
sin CG = O, d. h. C= u 
fein, wo n eine beliebige poſitive oder negative ganze Zahl mit Ein⸗ 
ſchluß von 0 iſt. Demnach wird 
cos O =+ 1, cos (xt ＋ ) = + cos It 
und die Gleichung (9) erhält nunmehr die einfachere Form: 
s= +a. cos It. 


Jetzt iſt es noch in unſer Belieben geſtellt, anzunehmen, ob ſich der 
materielle Punkt zur Zeit t = 0 auf der rechten oder auf der linken 
Seite der Gleichgewichtslage befindet. Nehmen wir das erſtere an, ſo 
gilt das poſitive Vorzeichen und man erhält ſomit ſchließlich: 


(10) s=a-coskt 
als das Zeitweggeſetz für die harmoniſche Bewegung. 


§ 20. Die Pendelbewegung. 


Außer den beiden bisher unterſuchten freien Bewegungsvorgängen 
wollen wir noch eine gezwungene Bewegung betrachten, d. h. eine 
ſolche, bei der der materielle Punkt genötigt iſt, eine vorgeſchriebene 
Bahn zu beſchreiben. Bewegt ſich ein nur der Schwerkraft unterworfener 
materieller Punkt P auf einem Kreisbogen, fo 0 
daß er von einem feſten Punkte O, dem Mittel- 
punkte des Kreiſes, immer dieſelbe Entfernung 
OP = l beſitzt (vgl. Fig. 12), fo führt er eine 
fog. Pendelbewegung aus. C fei die Gleich⸗ 
gewichtslage, A und B feien die äußerſten 
Lagen auf beiden Seiten von C, die der ma⸗ 
terielle Punkt bei der Bewegung annimmt. 
Die Strecke OP = 1 heißt die Pendellänge, 
die von A und P auf die Strecke OC gefällten 
Lote AD und PE mögen mit a bzw. s, die 
Winkel AOC und POC mit a bzw. ꝙ bes 
zeichnet werden Die auf den materiellen 
Punkt P wirkende Kraft hat die Größe mg 
und iſt vertikal nach unten gerichtet. Zerlegt 
man dieſe Kraft in zwei Komponenten PF und 
PG, von denen die erſte in der Verlängerung Q 
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von OP, die zweite in der Richtung der Tangente des Kreisbogens 
liegt, fo wird die Bewegung des Pendels nur durch dieſe zweite Rom- 
ponente bewirkt, die den Wert beſitzt: 

mg 

* 

die Beſchleunigung des materiellen Punktes P in der Richtung der Tan⸗ 


PG = mg sing = 


gente ift daher gleich 7 8. 

Für beliebig große Werte des Ausſchlagswinkels «läßt ſich das 
Zeitweggeſetz bei der Pendelbewegung nur mit Hilfe der höheren Mathe— 
matik beſtimmen. Bei der praktiſchen Benutzung des Pendels kommen 
jedoch nur fo kleine Ausſchlagswinkel in Betracht, daß der Bogen 4 
als geradlinige Strecke angeſehen werden kann, und es iſt daher gerade— 
jo wie bei der harmoniſchen Bewegung die Beſchleunigung des mate- 
riellen Punktes P zur Zeit t: 

dv 4 lg > 

g Es wok= y iſt. 
Wie im vorigen Paragraphen ergibt ſich hieraus für die Pendelbewegung 
das Zeitweggeſetz: 


(11) s—a- cos (J 0, 


wobei angenommen ift, daß der materielle Punkt P zur Zeit t = 0 ſich 
in A befindet und den größten Abſtand a von der Gleichgewichtslage 
auf der rechten Seite beſitzt. 


Da für 7 x, d. h. für (= 7. s = — a wird, fo ijt 


der materielle Punkt P nach Verlauf von * y- Sekunden nach B 
gelangt, und hat feinen größten Abſtand & von der Gleichgewichtslage 
auf der linken Seite erreicht. Somit beträgt die Zeit, die der materielle 
q 5 Dr 
Punkt P braucht, um den Weg AB zurückzulegen, . 75 Sekunden, 
oder mit anderen Worten: i 

Die Dauer einer einfachen Pendelſchwingung hat den Wert 


se Li 
(12) T=x- V 55 Sekunden. 


V. Maxima und Minima. 


§ 21. Die Beſtimmung der extremen Werte einer Funktion. 
Die Funktion y = f(x) beſitzt für den Wert v = x, ein Maximum 

oder ein Minimum oder kurz einen extremen Wert yy = f(a), wenn 
ſowohl für s = x + £ als auch für v = x, —e f(x) entweder größer 
oder kleiner ift als f (x), wos eine beliebig kleine abſolute Zahl bezeichnet. 
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Der Wert x = f (x0) ift ein Maximum, wenn ſowohl f(x, + €) als 
auch ( — £) Heiner ijt als f(x), hingegen ein Minimum, wenn 
jeder dieſer beiden Werte größer ift als f(a). Stellt man die Funktion 
y= f(x) graphiſch durch eine Kurve dar, fo entſpricht einem extremen 
Werte der Funktion ein Kulminationspunkt der Kurve, in welchem dieſe 
entweder vom Steigen zum Fallen (Maximum) oder vom Fallen zum 
Steigen (Minimum) übergeht. Nach § 10 find die Abſziſſen der Rul- 
minationspunkte die Wurzeln der Gleichung 


F (2) = 0; 

demnach beſteht der 

Satz: Eine Funktion y = f (x) kann nur für ſolche Werte 
der unabhängig Veränderlichen x einen extremen Wert be- 
ſitzen, für welche die erſte Abteilung f(x) = 0 ift. 

Es ſei z. B. 

y = f(a) = 2 (3% — 82° — 662 + 144% — 50), 

d. h. 100% = 34 — 84 — 66x? + 144x — 50. 


Die Kurve, die diefer Gleichung entſpricht, ijt in Fig. 13 der Figuren- 
tafel durch die voll ausgezogene Linie dargeſtellt. Nach § 11 iſt nun 


f' (a) = — 22° 112 + 12); 
wir erhalten alfo diejenigen Werte von æ, für die f(x) = 0 ift, indem 
wir auch die Funktion 

j = 5 (* — 22° — 11 + 12) 

graphiſch durch eine Kurve darſtellen und die Punkte beſtimmen, in 
denen diefe Kurve die *-Achſe ſchneidet. In der Figur ift diefe Kurve, 
die wir kurz als die /- Kurve bezeichnen wollen, als eine geſtrichelte 
Linie gezeichnet; fie ſchneidet die 2-Achſe in den Punkten 


41 —— 3, 42 = 1 und qy = 4 
und die zugehörigen Werte von y find 
Yı = 6,17, ½ = 0,23 und ½ = — 2,74. 


Die Punkte P., P, und , deren Koordinaten dieſe Werte beſitzen, 
ſtellen daher die Kulminationspunkte der „Kurve dar, oder mit anderen 
Worten: 

Die Funktion y = f (x) beſitzt für 1 t, 2, und a, die 
extremen Werte y,, yo und Yz. 


$22. Das Kriterium für das Porhandenlein eines Maximums 
oder Minimums. 

Es ift noch zu entſcheiden, ob für die der Gleichung f’ (x) = 0 gez 
nügenden Werte von = die Funktion y = f (x) ein Maximum oder ein 
Minimum beſitzt. Sind «= € und y = die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes der „Kurve, fo wird nach Gleichung (13) in § 10 

3 
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der Winkel a, den die in dieſem Punkte an die Kurve gelegte Tangente 
mit der poſitiven Richtung der 2⸗Achſe bildet, durch die Gleichung 

tga 00 
beſtimmt. Dieſer Winkel ift ein ſpitzer, ſolange f’(E) poſitiv, ein 
ſtumpfer, ſolange 7 (5) negativ ift, oder mit anderen Worten: 

Die -Kurve ſteigt für wachſende Werte von , ſolange 
die “-Kurve oberhalb, fie fällt, ſolange die „“-Kurve unter- 
halb der Abſziſſenachſe verläuft. Die Funktion y = f(x) beſitzt 
für diejenigen Werte s = é ein Maximum, für welche die /-Kurve 
die a-Achſe fallend, ein Minimum, wenn ſie dieſelbe ſteigend 
ſchneidet. 

Um ferner zu entſcheiden, ob für einen forhen Wert v = £ der 
erſte oder zweite Fall eintritt, ziehen wir noch die zweite Ableitung der 
Funktion y = f(x), nämlich 

y” =f" () = A - (82? — 4a — 11) 

in Betracht. Die diefer Funktion entſprechenden Kurve, die „ Kurve, 
iſt in der Figur durch eine ſtrichpunktierte Linie dargeſtellt. Da die 
Funktion y” = f” (x) aus der Funktion y 7 (x) in derſelben Weiſe 
hervorgeht, wie die Funktion “ = f(x) aus der urſprünglichen Funktion 
y = f(x), jo ſteigt die §-Kurve für wachſende Werte von z, 
ſolange die ) -Kurve unterhalb der Abſziſſenachſe verläuft. 
Die Kurve ſchneidet daher die 4-Achſe fallend, wenn in dieſem 
Schnittpunkte « = é f” (E) negativ ijt, ſteigend, wenn f” (£) pofitiv 
iſt. Somit ſind wir zu folgendem Ergebnis gelangt: 


Lehrſatz: Die Funktion y = f(x) beſitzt einen extremen 
Wert für diejenigen Werte é von , die der Gleichung 7050 =0 
Genüge leiſten. Dieſer extreme Wert iſt ein Maximum, wenn 
f” (8) negativ, hingegen ein Minimum, wenn / (E) pofitiv tft. 

Der beſondere Fall, daß für eine der Wurzeln der Gleichung 
f (E) = O und gleichzeitig / (£) = iſt, wird im folgenden Paragraphen 
erörtert werden. 

Für das im vorigen Paragraphen behandelte Beiſpiel hat & einen 
der Werte 


41 =— 3, „el und y= 4; 
da die zugehörigen Werte von y” = f” (5) 
Y” = 3,36, % =— 1,44 und y” = 2,52 


find, fo befist die Funktion y = f(x) für v =a, ein Maximum, Hine 
gegen für s = a, und z = vy Minima, was auch durch die Figur be- 
jtätigt wird. Gleichzeitig ift aus der Figur erfichtlich, daß die Begriffe 
„Maximum“ und „Minimum“ relativ aufzufaſſen ſind und ſich nur 
auf den Verlauf der Kurve in der unmittelbaren Nähe der Kulminations⸗ 
punkte beziehen. So ijt in dem obigen Beiſpiele das für a = x, ein- 
tretende Maximum erheblich kleiner als die abſoluten Werte der für 
æ = und s = x, vorhandenen Minima. 
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§ 23. Die Wendepunkte einer Rurve. 
Wir wollen noch als zweites Beiſpiel die Funktion 
y = f(x) = 5: (3% — 4% — 48 + 144% — 25) 
oder 100% = 3 — 4 — 482° + 144 — 25 


unterſuchen und zunächſt ihre extremen Werte beſtimmen. Dieſe ergeben 
ſich durch Auflöſung der Gleichung 
oder F (x) = 2 (* — æ? — 8% + 12) = 0. 
Die den Gleichungen y f(x) und y'= f'(x) entſprechenden Kurven 
ſind in Fig. 14 der Figurentafel durch die voll ausgezogene und 
durch die geſtrichelte Linie dargeſtellt. Aus der Zeichnung der / Kurve 
erſieht man, daß diefe die a-Achſe im Punkte v = — 3 ſchneidet und im 
Punkte s = 2 berührt; es find alfo &. = — 3 und x, = 2 Wurzeln 
der Gleichung f'(x) = 0, fo daß man der Funktion y = f’ (x) auch die 
Form geben kann 
y = ( — 2)2. ( +3). 

Um zu unterſuchen, ob für diefe Wurzelwerte , und x, ein Maxi⸗ 
mum oder ein Minimum der Funktion y = f(x) eintritt, haben wir 
noch die Funktion 

y = f” (æ) = 26 - (3a? — 2a — 8) 

in Betracht zu ziehen. Die Funktion y = f(x) beſitzt für v = x, oder 
æ = Hy ein Maximum oder ein Minimum, wenn für den betreffenden 
Wert von w die zweite Ableitung f” (x) einen negativen bzw. pofitiven 
Wert erhält. Nun ift für v = x, y” = 3, alfo tritt für diefen Wert von 
æ ein Minimum der Funktion y = f (x) ein, das den Wert y, =— 5,38 
beſitzt. Hingegen ift für & = x, y” = 0, fo daß die Funktion y = f(x) 
für dieſen Wert von x überhaupt feinen extremen Wert beſitzt; vielmehr 
ift, wie auch aus der Figur hervorgeht, die Kurve in der Umgebung 
dieſes Punktes ſtetig im Steigen (oder im Fallen) begriffen. Man nennt 
einen ſolchen Punkt einen Wendepunkt der Kurve. 

Sit P ein Kulminationspunkt der Kurve y = f(x) und find P’ und 
P” zwei dem Punkte P benachbarte Kurvenpunkte zu beiden Seiten des 
Punktes P, jo ift die Kurventangente in P der 4-Achſe parallel, und die 
Tangenten in P’ und P” liegen auf derſelben Seite der Kurve. Sit Hin- 
gegen P ein Wendepunkt der Kurve, jo liegen die Tangenten in den 
Nachbarpunkten P’ und P” auf verſchiedenen Seiten der Kurve oder die 
Kurventangente im Punkte P geht, während dieſer Punkt den Wende⸗ 
punkt überſchreitet, von der einen Seite der Kurve auf die andere Seite 
über. Man nennt daher die Tangente im Punkte P eine Wendetan⸗ 
gente der Kurve. Wir ſind ſomit zu folgender Erweiterung des im 
vorigen Paragraphen aufgeſtellten Lehrſatzes gelangt: 

Lehrſatz: Die Funktion y =f (x) beſitzt für diejenigen 
Werte von 4, für welche f (x) = 0 ift, einen extremen Wert; 
dieſer Wert ift ein Maximum, wenn für ihn f” (x) negativ, ein 
Minimum, wenn für ihn 77) poſitiv ift. Iſt aber für einen 

3 * 
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ſolchen Wert von = aud gleichzeitig f” (x) =O, fo ift weder 
ein Maximum noch cin Minimum der Funktion y = f(x) vor: 
handen, und für die Kurve y = f(x) ift ein folder Punkt ein 
Wendepunkt. 

Die Abſziſſen der Wendepunkte einer Kurve find die Wurzeln der 
Gleichung f” (x) = 0. Wenn für einen ſolchen Wert von © auch gleich- 
zeitig f(x) = 0 ift, fo ift die Wendetangente der a-Achſe parallel; wenn 
aber für einen Wert von x, der der Gleichung f” (x) = 0 genügt, 
f(x) s iſt, fo ift die Wendetangente gegen die -Achſe geneigt. Einen 
Wendepunkt der erſten Art beſitzt die in Fig. 14 dargeſtellte Kurve für 
* 2, Y = 0,87, einen Wendepunkt der zweiten Art für s= — 4 


y = — 2,83; bie in Fig. 13 a ia Kurve beſitzt nur Wendepunkte 
der zweiten Art, und zwar für x = 2,694, y = — 1,395 und für 
* = — 1,361, y = — 3,378. 


VI. Das Integral. 
§ 24, Die Berechnung des Flächeninhalts eines Parabelſegments. 
Die Gleichung einer Parabel ſei 
(1) y= m- 3, 
1% - 
wo m = 25 ijt, wenn p den halben Parameter der Parabel bezeichnet. 


Der Scheitelpunkt der Parabel (vgl. Fig. 15) ſei O und A fei ein be- 
liebiger Punkt der Parabel, deſſen Abſziſſe OB mit a und deffen Ordi— 
nate AB mit b bezeichnet werden möge. Wir ſtellen uns die Aufgabe, 
den Inhalt der von dem Parabelbogen OA, der Abſziſſe OB und der 
Ordinate AB begrenzten Fläche, den wir mit F bezeichnen wollen, zu 
berechnen. 
Y Wir teilen die Abſziſſe OB 
; in „gleiche Teile, wo n eine 
beliebige abfolute ganze Zahl 
bedeutet (in der Figur ift n = 7 
angenommen worden), und er⸗ 
richten auf der 4-Achſe in den 
Teilpunkten B,, By, Bs, ... 
B,-, Vote, welche die Parabel 
in den Punkten A,, As, A, 
ſchneiden mögen. Ferner 
ziehen wir durch dieſe Punkte 
zur -Achſe Parallelen, welche 
die beiderſeits benachbarten Lote 
bzw. ihre Verlängerungen in 
den Punkten C, und D., Cy 
Bu Dy e 
ſchneiden. Auf dieſe Weiſe ent⸗ 
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ſtehen zwei Gruppen von Rechtecken: die (n — 1) Rechtecke der erſten 
Gruppe, nämlich 
, A HN 
find der Fläche ABO einbeſchrieben, die n Rechtecke der zweiten 
Gruppe, nämlich 
ABOO ABB Cr... ABB aG 

find dieſer Fläche umbeſchrieben. Der Inhalt der Fläche ABO ift 
offenbar größer als die Summe der Flächeninhalte der Rechtecke der 
erſten Gruppe, aber kleiner als die der zweiten Gruppe. Bezeichnen wir 


nun den nten Teil der Strecke OB, d. h. jede der n Teilſtrecken OB,, 
BBs, BB B wit Ac, ſo daß 


al | 


(2) Ng = 


ift, fo find die Abſziſſen der Punkte 
„ e AN A 
bzw. gleich 


Ar, A, 3: AN ET (n — 1)- Ax, n: Az = a; 


hingegen haben die Ordinaten dieſer Punkte bzw. die Werte 
m: (Ax), Am (Ax)%, 9m. (Or), . . ( — 1)?- (Oc), 
2 2 


n? Mm (Az)? = ma‘. 


Die Flächeninhalte der (n — 1) einbeſchriebenen Rechtecke find daz 
her der Reihe nach 


m: (Ax), Am- (Ax)?, 9. (Gr, .... (n — 1) (H) 
und die der n umbejchriebenen Rechtecke 
m : (Ochs, 4m. (Ax), m. (Ax)?, .... n?m- (Ax); 


folglich iſt die Summe der Flächeninhalte aller einbeſchriebenen Recht⸗ 
ecke gleich 
(1 ＋ 2 ＋ 32 P.. 4 ( 1) )) m. (Az) 


n(n —1(2n— 1) 
‚Mm 


N = N EN eae 
8 Gr) zn (1 =) (2 =) (Az) 
m „ a 6 1 8 
== (1— =) ‘ (2— 0 4 
und die Summe der Flächeninhalte aller umbeſchriebenen Rechtecke gleich 


(12 ++ 22 ＋ 32 ＋ .... ) . m. (Ax) 
n(n +1) (2n +1) In. m 1\ 


6 m- (Ax) — ;) 3 (2 nE *) g (Ax) 


n 


-e (G) Ee 


Die zweite Summe ift um den Betrag 
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nm - (Az) = ma. Ar =b. Ax 


größer als die erſte Summe, was auch unmittelbar aus der Figur herz 
vorgeht. Läßt man nun die abfolute ganze Zahl „über alle Grenzen 
wachſen oder nähert fic) Ax immer mehr dem Grenzwerte 0, jo nähert 
ſich der Unterſchied der obigen beiden Summen ebenfalls immer mehr 
dem Grenzwerte 0, und beide Summen ergeben für den Inhalt der 
Fläche ABO den gemeinſamen Wert 
5 3 ab 
F = = 5 a® = 3 . 
Fällt man von A aus auf die Ordinatenachſe das Qot AQ, fo er⸗ 
gibt ſich hieraus für den Flächeninhalt des Parabelſegments AOQ der 


Wert ; ab. 


§ 25. Allgemeine Darſtellung des Inhalts der von einer 
beliebigen Rurve begrenzten Fläche. 

Es ſei 
(1) y = f (2) 
die Gleichung einer beliebig geſtalteten Kurve in bezug auf ein recht⸗ 
y winkliges Koordinatenſy⸗ 
ftem mit dem Anfangspunkte 
0; A, und A feien irgend 
zwei Punkte der Kurve (vgl. 
Fig. 16), die Koordinaten 
von A, mögen mit % und 
Yo, die von A mit = und 
bezeichnet werden. Es 
handelt ſich darum, den 
Inhalt der von der Kurve 
A, A, den Ordinaten / und 
y und der Abſfziſſenachſe 
begrenzten Fläche ABB,A, 
zu beſtimmen, wo B und 
„o die Fußpunkte der von 
den Punkten A und A, auf 
X die Abſziſſenachſe gefällten 

Lote bezeichnen. Der Ein⸗ 

fachheit halber wollen wir 
annehmen, daß die Kurve zwiſchen den Punkten A, und A oberhalb 
der Abſziſſenachſe liegt und daß fie für wachſende Werte von v in ſtetem 
Steigen begriffen iſt. 

Wir teilen nun wieder die Strecke B,B in n gleiche Teile, deren 
jeden wir mit Ax bezeichnen; die Teilpunkte feien B,, Ba, By, .. . 
B. 1. Ferner errichten wir in dieſen Punkten auf der Abſziſſenachſe 
Lote, nennen die Schnittpunkte dieſer Lote mit der Kurve A,, As, .. - 
4, 1 und ziehen durch diefe Punkte zur Abſziſſenachſe die Parallelen, 


Fig. 16. 
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welche die benachbarten Lote bzw. deren Verlängerungen in den Punkten 
C, und D., C und Da, . . C,_, und D, - ſchneiden mögen; endlich 
fei D, der Schnittpunkt der durch A, zur u*-Achſe gezogenen Parallele 
mit der Ordinate des Punktes A,. Auf dieſe Weiſe wird das Flächen⸗ 
ſtück ABBA wieder in zwei Summen von Rechtecken eingeſchloſſen, 
in die Summe der n einbeſchriebenen Rechtecke 


APBD. AB B.D A Baby e 
und in die Der n umbejchriebenen Rechtecke 
A BB O dB, BO, 4,380... ABB 0. 


B„-ıBD,-ı 


1 1 


und wir wollen zunächſt die Flächeninhalte dieſer Rechtecke und ihre 
Summen berechnen. 
Bezeichnen wir die Abſziſſen der Punkte 


e Asse 
mit Wir , Cgp oo wil Be 


jo haben die Flächeninhalte der einbeſchriebenen Rechtecke der Reihe nach 
die Werte 
f(a) - Aw, f(m) Hr, F (ri) Aw, .... (-i) Ar 

und die der umbeſchriebenen Rechtecke die Werte 

F (ai) Ax, f(a): Ax, FC A F Ae: 
Bezeichnen wir ferner die Summen der Flächeninhalte aller einbejchrie- 
benen und aller umbeſchriebenen Rechtecke mit F” bzw. F”, fo ift 

F = [f (a + T Gi) + fa) + °°:  +f(@,-1] > Ax 
und 

F. = , (i) + fe) + f@s) T + f@)]: Ar. 

Der Unterſchied bei der Summe ift gleich 

(f(a) — f(a,)] Ax oder gleich (AB — A, Bo) Az, 
d. h. gleich der Summe der in der Figur ſchraffierten kleinen Rechtecke 
oder dem daneben gezeichneten Rechtecke, deffen lange Seite 440 = 
AB — A,B, und deffen kurze Seite gleich Az ift. Läßt man nun die 
abſolute ganze Zahl „immer größer werden, nähert ſich alſo die Strecke 
O immer mehr dem Grenzwerte 0, fo nähert fih auch der Flächen- 
inhalt dieſes Rechtecks immer mehr der Grenze 0, da die Maßzahl der 
Strecke A'A’, einen beſtimmten Wert beſitzt. Beide Flächenſummen F” 
und F” nähern ſich alfo für lim Aw = 0 demſelben Grenzwerte F, dem 
Inhalte der Fläche 4% 5 B A. Die obigen Ausdrücke für F’ und F” 
werden einander gleich, wenn man zu dem erſten noch das Glied f(x) Ax 
oder das Rechteck 4 5 B. 1 C, und zu dem zweiten noch das Glied 
f (a) As oder das Rechteck A, B Bi Do hinzufügt. Da fih die Flächen⸗ 
inhalte dieſer beiden Rechtecke mit Aw der Grenze 0 nähern, jo ergibt 
fih für den Inhalt F des Flächenſtückes A,B, BA der Wert 
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= lim [f (ao) Gr + f(a,) G + f(z) As +... +f) Ar], 
Axr=0 


wofür man unter Benutzung eines Summenzeichens die kürzere Bezeich- 
nungsweiſe 


(2) F = lim S f(x) - Az 


Az=0 2 


0 


eingeführt hat. 


Beiſpiel: Es ſoll der 
Inhalt der von der Parabel 
mes, den Ordinaten De 
beliebigen Kurvenpunkte Ay, 
A und der Abſziſſenachſe be- 
grenzten Fläche berechnet wer- 
den. (Vgl. Fig. 17.) 

Die e der bei⸗ 
den Kurvenpunkte A, und A 
feien 40, / und 4, y, und es 
werde 2 > Xp angenommen, 
In dem Ausdruck (2) haben wir 
ſtatt der allgemeinen Funktion 
f(x) die beſondere Funktion 
mx? und für © der Reihe nach 
die Werte 


a En Ie MEE DMA — aie 
Hu + AL, ty =m ＋ 2 Ar,....entn: A 


zu ſetzen. Es wird dann 


* 
F=lim ME Na 
= 
To 
. 9 2 2 2 A 
=lim m (a? +2 + a? . ). Ax 
Ax=0 
=]limm [x4 (a+ A2)’+ (a 2) ++ (% +n: Ax)*]- Ar, 
A = 


wo in der eckigen Klammer (n + 1) Summanden ftehen. Nach wieder- 
Holter Anwendung der Formel für (a + b)? ergibt ſich: 


F = m lim [(n —— 1) 2," -Ax+2-(1+2+ B+---+n)a,- Ar 


Az=0 5 i 37 
+(1?+ 2° ＋ 32 +- pn’) Aes | 

A , 9 ~ n(n+1) —2 n(n+1)(2n+1) = 

m lim 05) 2. Ag 2.0 Ar +- Si 5 + O | 


Ax=0 


m lim [@ +1)ay-Aa+ (1 +- 5 10 ( CA = (1 + 2 ar 10.05 Ar)! 


Ar == 


oder da n Aw = s — ty ift 


| 


Beiſpiel. 
F =m lim [z A O +20 - (a — 40) +(14 4 ) 40 . (2 40) 


v 0 
+ ; (1+ ~) (2 + „ 77 2). 


\ 


Dieſer Ausdruck geſtattet es, den Grenzübergang zu vollziehen; 
fegt man in ihm ſowohl As als auch = gleich 0, jo erhält man: 


F = m - [xF ( — 40) + 40 (v — %)? ＋ 3 (* — 650) 
= — (x — a) + (30 + 3 (* — a) + (a — 170050 


} 


= 1 (x — 470) . (x? + 2% + tp), 
d. h. 
= A . (a8 — x), 


ein Wert, der auch durch eine einfache geometrifche Betrachtung aus dem 
im vorigen Paragraphen gewonnenen Ergebnis abgeleitet werden kann. 


§ 26. Das Antegral. 


Y * RN 2 
Ebenſo wie früher für den Grenzwert lim ae die neue Bezeich⸗ 
Ar=0 


. At a - r y 3 
nungsweiſe Z und der Name „Differentialquotient“ eingeführt wurde, 
fo hat man für den aus einer Summe hervorgegangenen Grenzwert 


* 


= aS 1) Ax die kürzere eee ) dæ 


eingeführt, wo das Zeichen / ein langgeſtrecktes Suman e S Darz 
ſtellt. Man nennt dieſen Ausdruck das Integral der Funktion f(x) 
zwiſchen den Grenzen ©, und x. Nach $ 25 bedeutet das Wort „Inte⸗ 
gral” nichts anderes als den Grenzwert der „Geſamtheit“ einer An- 
zahl von Flächenſtücken von der Breite Ax für lim Ar = O. 


Auch hier ijt wie im $6 nachdrücklich darauf hinzuweiſen, daß der 


Ausdruck f(x) du nur ein Symbol für den obigen Grenzwert dar- 


To 


ftellt, ebenſo wie das Zeichen 47 nur eine abgekürzte Schreibweiſe für 


ny AG, 
lim - Y iit. Der Faktor bzw. der Diviſor dw hat weder in der 
A = 
Schreibweiſe des Integrals noch in der des Differential— 
quotienten eine ſelbſtändige Bedeutung. 

Faſſen wir das Ergebnis dieſes und des vorhergehenden Para⸗ 
graphen kurz zuſammen, ſo gelangen wir für das Integral zu folgender 


42 VI. Das Integral. 
1. Definition: Unter dem Integral einer gegebenen Funk- 
tion y = f(a) zwiſchen den Grenzen a und a, das 


in ausführlicher Schreibweiſe mit lim N f (a) da 
A Zo 


„ abgefürzter 7 75 Stæ da 


bezeichnet wird, verſteht man den Grenzwert der Summe 
f(a): Av+f(a + Ax)-Aat+f(a +2-Ar)-Ar+---+fle)-Ar, 
wo s = xy +n: Az ift, für lin Az = 0 und für einen über alle 
Grenzen wachſenden Wert der abjoluten ganzen Zahl n. 

Der Wert dieſes Integrals wird geometriſch durch den 
Inhalt der von der Kurve y = f(x), den zu den Abſziſſen zy 
und æ gehörigen Ordinaten yo und y und der Abſziſſenachſe 
begrenzten Fläche dargeſtellt. 


§ 27. Zuſammenhang zwiſchen dem Differentialguotienten und 
dem Integral. 


Das in den Paragraphen 25 und 26 dargeſtellte Verfahren, den 
Inhalt der von einer Kurve, den Ordinaten zweier beliebiger Kurven⸗ 
punkte und der Abſziſſenachſe begrenzten 
Fläche oder, was auf dasſelbe hinaus⸗ 
kommt, das Integral einer gegebenen 
Funktion zwiſchen vorgeſchriebenen 
Grenzen zu berechnen, iſt nur in we⸗ 
nigen Fällen auf ebenſo einfache Weiſe 
wie in dem im $ 25 behandelten Bei⸗ 
ſpiele ausführbar. Ein anderer Weg 
zur Löſung dieſer Aufgabe und da— 
mit eine zweite Definition und eine 
viel einfachere Berechnung des Inte⸗ 
r grals ergibt fih aug dem Zuſammen⸗ 
hange zwiſchen dem Differentialquo⸗ 
tienten und dem Integral. 

Es ſei (vgl. Fig. 18) 

(1) y = f (2) 

die Gleichung einer beliebigen Kurve, A, und 4 feien zwei beliebige 
Kurvenpunkte mit den Koordinaten x, Yo und x, y und F fei der Jn- 
halt der von dem Kurvenſtück A, A, den beiden Ordinaten 4 Bo, AB 
und der Abſziſſenachſe begrenzten Fläche ABBA. Wir wollen die 
Maßzahl der Abſziſſe ©, als eine beliebig angenommene Zahl, die der 
Abſziſſe v als eine veränderliche Zahl anſehen, die alle möglichen 
reellen Werte annehmen kann; dann ijt F eine Funktion von , die wir 
mit ꝙ (x) bezeichnen wollen und die für x = a den Wert ( beſitzt. 


Fig. 18. 
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Der Differentialquotient u. das Integral. 


Nehmen wir der Einfachheit halber an, daß der in Betracht kommende 
Teil der Kurve oberhalb der Abſziſſenachſe liegt und daß die Kurve für 
wachſende Werte von x in ſtetem Steigen begriffen ift, jo wird auch der 
Wert der Funktion y(x) für zunehmende Werte von © immer größer. 
Wir ſtellen uns nun die Aufgabe, den Wert des Differentialquotienten 
der Funktion F = p(x) für einen beliebigen Wert von w zu beſtimmen. 

Geben wir der Abſziſſe OB = x einen beliebigen kleinen Zuwachs 
BB = Az, jo wird auch der Flächeninhalt F einen kleinen Zuwachs 
erhalten, der in der Figur durch den ſchmalen Flächenſtreifen ABBA’ 
dargeſtellt wird und den wir mit AF bezeichnen wollen. Da nun das 
Flächenſtück 

A, By BA = p (x) 
und AB BA = » (x + Az) 
ijt, jo ift das Flächenſtück ABB’ A’, d. h. 
AF = g(a + Az) — ). 

Die Größe dieſes Flächenſtückes ift zwiſchen die beiden Rechtecke 
ABB'D und CBB eingeſchloſſen, von denen das erſte den Flächen⸗ 
inhalt f(x) - Ax und das zweite den Inhalt F(x + Ax): Ax beſitzt. 
Es beſteht daher unter der oben gemachten Annahme, daß y mit wach⸗ 
fenden Werten von w ebenfalls immer größer wird, die Ungleichheit 


f (£) Ax < 2 f(a + Ax) - Ax 
und jomit f(a ees Pe f(a + An). 
Az 


Für lim Az = 0 nehmen beide Größen, zwiſchen die der Quotient 
F eingefchfoffen ift, den ae gee 80 (x) an, es iſt alſo 


2) lim AE = f(x) oder $E = f(x), 
Ax=0 


42 
d. h. in Worten: 

Der Differentialquotient der Funktion F = g(x), die 
den Inhalt des von der Ordinate % bis zur Ordinate y reiz 
chenden Flächenſtückes F angibt, ift gleich der Funktion y f(x) 
oder gleich der zur Abſziſſe v gehörigen Ordinate der Kurve. 


Nach der erſten Definition wird der Wert des Integrals 709 dx 
geometriſch durch diefe Fläche F, analytiſch alſo durch die Funktion 
o (x) dargeſtellt, und die Aufgabe, den Wert dieſes Integrals zu bes 
rechnen, kommt nunmehr darauf hinaus, diejenige Funktion ꝙ (*) zu bes 


ſtimmen, deren Differentialquotient gleich f(x) ift, und die für s = x 
den Wert O beſitzt, oder mit anderen Worten: 


(3) Sit fre) dx = F= (, jo it F (æ) und ꝙ (x) =0. 


Somit erhalten wir für den Begriff des Integrals die folgende 


VI. Das Integral. 
2. Definition: Unter dem Integral einer gegebenen Funk— 
tion / ) zwiſchen den Grenzen sy und 4, das mit F 


bezeichnet wird, verſteht man diejenige Funktion p (x), deren 
Differentialquotient gleich f(x) ift und die für x= z, den 
Wert O beſitzt. 

Hieraus geht hervor, daß das Integrieren oder die Aufgabe, 
das Integral einer gegebenen Funktion zu beſtimmen, eine Umkehrung 
des Differentiierens iſt, genau in demſelben Sinne, wie man die 
Subtraktion als Umkehrung der Addition, die Diviſion als Umkehrung 
der Multiplikation und das Radizieren und Logarithmieren als Umkeh⸗ 
rungen des Potenzierens bezeichnet. 


§ 28. Das beſtimmte und das unbellimmte Integral. 


Die Aufgabe, das Integral einer gegebenen Funktion f(x) zwiſchen 
zwei gegebenen Grenzen ©, und = zu berechnen, zerfällt nach der zweiten 
Definition des Integrals in zwei Teile. Da es nämlich, wie ſogleich 
gezeigt werden fol, unzählig viele Funktionen p (x) gibt, deren Diffe- 
rentialquotient gleich f(x) ijt, jo haben wir 

1. die Geſamtheit dieſer Funktionen zu beſtimmen und 

2. aus dieſer Geſamtheit diejenige Funktion w(x) auszuwählen, 
die für s = x, den Wert O beſitzt. 

Es feien p (x) und w(x) irgend zwei Funktionen von , die den= 
ſelben Differentialquotienten beſitzen, dann iſt nach § 17 

p (x) = (x) + K, 
wo K eine beliebige Konſtante, d. h. einen ganz willkürlichen, von v un: 
abhängigen Wert bezeichnet. 

Sft alfo insbeſondere — (x) diejenige Funktion, deren Differential- 
quotient gleich der gegebenen Funktion f(x) ift und die für © = x, den 
Wert 0 beſitzt, jo hat die Geſamtheit aller Funktionen w(x), deren 
Differentialquotient ebenfalls gleich f(x) iſt, die Form 

ab (x) = p(x) ＋ K. 

Man nennt die Funktion y (x) das unbeſtimmte Integral der 
Funktion f(x) und die Funktion ø (x) das beſtimmte Integral dieſer 
Funktion zwiſchen den Grenzen xy und x; das erſte Integral wird mit 


$ f f(x)dx und das zweite wie bisher mit, | f (€) dx bezeichnet. 

Somit finnen wir die obige zweite Definition des Integrals fol- 
gendermaßen ergänzen: 

3. Definition: Unter dem unbeſtimmten Integral // dx 


verjteht man irgendeine mit einer willkürlichen additiven 
Konſtante, der ſog. Integrationskonſtante, verſehene Funk— 
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tion w(x), deren Differentialquotient gleich f (a) ift; unter 
zx 

dem beſtimmten Integral f f(x) dæ diejenige Funktion p (x), 


deren Differentialquotient ebenfalls gleich f(x) ift, die aber 
für z = a den Wert O beſitzt. Der Wert des beſtimmten Inte- 
grals ergibt ſich aus dem des unbeſtimmten Integrals mit 
Hilfe der Gleichung 


g (æ) = w (æ) — w (2%). 


§ 29. Inteavralformeht. 
Die Werte der unbeſtimmten Integrale der einfachſten Funktionen 
ergeben fic) aus den Umkehrungsformeln im § 17. Hiernach ift, wenn c 
eine gegebene Konſtante, K die beliebige Integrationskonſtante bezeichnet: 


(1) ſe· dæ =cr +R 
(2) fea d = 2 + K 
> „n 0 n+l 
(3) fe de= 11 a +R 
h / n n N 
(4) [V2 dt = a Ve ＋ K 
(5) ſ cosx da = sine + K 
(6) [sin« d = cosa ＋ K. 


Bezeichnet man irgendeine der unter dem Integralzeichen ſtehenden 
Funktionen mit f(x), die entſprechende Funktion auf der rechten Seite, 
die noch eine willkürliche additive Konſtante enthält, mit y (x), jo ergibt 
ſich der Wert eines beſtimmten Integrals von der Form (1) bis (6) 
zwiſchen den Grenzen ©, und » aus der Gleichung 

— 
d=. 


To 


$ 30. Beilpiele. 

Nehmen wir zum Schluß zunächſt das im § 25 behandelte Beifpiel 
wieder auf, ſo werden wir noch deutlicher als bisher erkennen, einen wie 
überaus großen Vorteil die Zurückführung des urſprünglichen Integral⸗ 
begriffs auf den des Differentialquotienten gewährt. 

1. Beiſpiel: Es ſoll der Inhalt der von der Parabel 
y me, den Ordinaten zweier beliebigen Kurvenpunkte 4, A 
und der Abſziſſenachſe begrenzten Fläche berechnet werden. 
(Vgl. Fig. 17.) 


VI. Das Integral. 


Der geſuchte Flächeninhalt F = ꝙ (x) ijt gleich dem Werte des be- 
ſtimmten Integrals 


* 
> 


g (x) = (ma? d. 


Das unbeſtimmte Integral y (x) = fma. dx hat nach der In⸗ 
tegralformel (3) im § 29 den Wert 5 2 ＋ K, alſo hat das beſtimmte 
Integral p (x) den Wert w (x) — y (20), d. h. es ift 


FR). 


2. Beiſpiel: Eine Kurve ift durch die Gleichung 
10% = 12 + 2? — 2° 

gegeben. Man ſoll die Kurve zeichnen und den Inhalt der 
Fläche berechnen, die von der Kurve und der Abſziſſenachſe 
begrenzt wird und die ſich vom Koordinatenanfangspunkte 
bis zu der zur Abſziſſe x = 3 gehörigen Ordinate erſtreckt. 

Aus der Zeichnung der Kurve (vgl. Fig. 19 der Figurentafel) geht 
hervor, daß das zu berechnende ſchraffierte Flächenſtück oberhalb der 
Abſziſſenachſe liegt. Die Koordinaten der zu einer genauen Zeichnung 
erforderlichen Kulminationspunkte der Kurve find nach § 10 zu be- 
ſtimmen und beſitzen die Werte 


„14937 
iz 


d. h. 2, = 2,36; ½ = 2,07; ta = — 1,69; Y = — 1,26. 
Endlich ijt der geſuchte Flächeninhalt 


8 
F= If) dz, wo 7 (*) = 10 (12 + a? — 2°) 
0 


iſt. Das unbeſtimmte Integral 
y (x) = { f(z) dz 
hat nach den Integralformeln (2) und (3) im § 29 den Wert 
/ „8 ot mp2 è ý 
5 (6 ＋ f 4) T K 120 (72 + 4 — 82%) +8; 
mithin iſt das beſtimmte Integral 
fto 120 (72 + 4a — 32%) 


E 
0 


und insbeſondere 3 
Fæ fa 1 = 4375, 
0 
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ein Wert, der durch die Figur mit großer Genauigkeit beſtätigt wird. 


=F we 
5 aes 1 
N . = o 


3 
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3. Beiſpiel: Man ſoll den Flächeninhalt eines von der 
Sinuskurve und der Abſziſſenachſe begrenzten Segments be— 
rechnen. 

Das in Betracht kommende Segment ift in Fig. 9 der Figuren- 
tafel ſchraffiert gezeichnet. Der Flächeninhalt dieſes Segments iſt 


a 
2 


F= sina d. 


0 
Nun hat nach der Integralformel (6) das unbeſtimmte Integral 
y (a) = sin æ- de den Wert — cos + K, 
alſo iſt 
of sing - dæ = [— cosa + 8] —[—1 + KJ = 1 — cosa, 
ô 
ſomit ergibt fic) für den zu beſtimmenden Flächeninhalt der Wert 


* 


F= {sine dæ = 2. 
0 


— . eo 


